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Chapitre 1

Introduction

L’objective de cette mémoire est d’étudier le probléme variationnel lié & I’énergie de Ginzburg-
Landau pour obtenir une fonction appelée "énergie renormalisée", en considérant des domaines
simplement connexes et puis chercher une généralisation au cas des domaines multiplement
connexes.

Dans leur ouvrage intitulé "Ginzburg-Landau Vortices" (voir [1]), F. Bethuel, H. Brezis et F.
Hélein ont étudié en profondeur le probléme de minimisation associé a ’énergie de Ginzburg-
Landau : soient G’ un ouvert, borné, régulier et simplement connexe de R? (également identifié

comme C) et € un nombre réel strictement positif. Cette énergie est la fonctionnelle

définie pour des applications v € H'(G,R?). Ils ont considéré le probléme de minimisation

min F.(u
uEHg1 6( )

avec

Hg1 ={ue HY(G,R?); u =g sur G}
oil g : 0G — S (S! est le cercle unité de R?) est une application réguliére.
L’importance de I’énergie de Ginzburg-Landau provient de son utilisation, & la fois théorique

et expérimentale, dans la théorie de la matiére condensée. Les fonctionnelles de la forme E.(u)

ont été introduites par V. Ginzburg et L. Landau dans I’étude des problémes de transitions de



phases qui se produisent en supraconductivité; des modéles similaires sont également utilisés
dans I’étude des superfluides. La fonction inconnue u représente un paramétre d’ordre complexe
qui, dans la littérature physique, est connu sous le nom de fonction d’onde de condensation ou
"champ de Higgs" ; le paramétre €, qui a la dimension d’une longueur, dépend du matériau et
de sa température et est appelé longueur de cohérence (de Ginzburg-Landau). Certains résultats
liés & ces domaines peuvent étre observés par exemple dans [7], [11] et [18]. Les cristaux liquides
manifestent plusieurs représentations visuelles des contraintes géométriques et des défauts topo-
logiques. L’interaction entre 'orientation locale des molécules et la topologie de la surface (et
éventuellement des conditions au bord) peut induire la formation de défauts topologiques, cela
signifie de régions de changements rapides dans le champ directeur (voir e.g., [5] et [15]). En
particulier, la courbure de la surface se manifeste dans I’expression de 1’énergie renormalisée et
joue le réle d’un principe géométrique supplémentaire dans la localisation des défauts.

Par ailleurs, dans le cas d’'un domaine multiplement connexe (c’est-a-dire connexe mais pas sim-
plement connexe), la théorie de Hodge est trés utile au moment d’étudier I’énergie renormalisée

grace a 'utilisation d’une technique appelée "décomposition de Hodge" (voir e.g., [12]).

Bethuel-Brezis-Hélein ont également effectué I’étude de I'existence des minimiseurs u. de I'énergie
de Ginzburg-Landau dans le but d’étudier leur comportement lorsque le paramétre € tends vers
0. Pour cela, ils ont utilisé le degré de Brouwer, défini comme

1 0
d:deg(g,é?G):%/angai

qui est responsable de la manifestation des effets de vortex comparables & ceux observés dans
les supraconducteurs et qui, dans ce cas, joue un réle important dans I’analyse asymptotique des
ue. Dans le cas ot le degré est nul on a que H, gl(G,Sl) # (). Cela figure dans le lemme suivant

(les démonstrations des deux lemmes suivants se trouvent dans la Premiére annexe 6.1).

Lemme 1 On a H)(G,S") # 0 si et seulement si deg(g,dG) = 0.

Ce mémoire comprendra également des résultats pour le cas ot G est multiplement connexe. On
va considérer I'g la composante extérieure de 0G et I'y, [ = 1,...,n, les composantes intérieures

de OG. Alors, en conformité avec le lemme précédent, on a le résultat suivant.

Lemme 2 On a Hj(G,S") # 0 si et seulement si deg(u, o) = Zdeg(u, ).
=1



Pour G simplement connexe, Bethuel-Brezis-Hélein ont démontré, dans le cas ot le degré d est
nul, que les minimiseurs u. de ’énergie de Ginzburg-Landau convergent vers ’application har-
monique 1y de G dans S' qui est égale a g sur 9. Cette convergence a lieu dans les espaces de
Hélder C12(G) pour tout a < 1 et dans les espaces Cf _(G) pour k > 0.

Dans le cas ou le degré d est non nul on a que H gl(G, S') = (). Pour traiter ce probléme, on
considére une pénalisation naturelle qui consiste a réaliser des petits trous ou "tourbillons" (aussi
appelés vortex) B,(a;) dans G (B,(a;) est la boule ouvert avec centre a; et rayon p positif) et
considérer le domaine G, = G'\ |; B,(a;). Ainsi, on obtient Hj (G, S) # 0 de sorte qu’on peut

considérer le probléme

min / ]VUP
u€HL(Gp,St) G,

et analyser ce qui se passe quand p — 0.

L’objectif principal de ce travail est lié a 'extension de certains résultats obtenus dans [1],
[7], [14], [17] et [18] au cas ou le domaine n’est pas simplement connexe, afin de voir comment
une topologie non triviale du domaine modifie I’expression des énergies renormalisées. Pour
définir correctement I’énergie renormalisée, nous introduisons, pour une configuration donnée

a = (a1,as,...,aq) de points différents dans G, la fonction

d
1 0
Wg(ai,di) = _Wzdidj log ]ai — aj\ + 5 /@G¢ (g X 8'7g_> — WzdiR(ai)

itj i=1

ol ¢ est la solution du probléme linéaire de Neumann

d
Ap=2m> dib,, dans G
=1

99 dg
a—gxai’r SuraG

(v est la normale extérieure & OG et T est un vecteur tangent unitaire & G tel que (v, 7) est

direct) et
d
R(z) = ¢(a) = ) _loglz — ail.
i=1

Notons que R € C(G), de sorte que R(a;) a du sens (R est la partie réguliére de la fonction ¢).

La fonction W est appelée énergie renormalisée (avec condition de Dirichlet). On verra dans les



prochains chapitres que W est une fonction obtenue a partir de I’énergie de Ginzburg-Landau

une fois retirée une quantité qui diverge (cette quantité est appelé "énergie du noyau").

Pour finir cette introduction, il est important de remarquer que les principaux objectifs de
Bethuel-Brezis-Hélein obtenus en [1] sont de développer une théorie qui permette d’étudier I’exis-
tence des singularités qui apparaissent a cause des restrictions topologiques et de prédire leur
positionnement sur un matériau, cette information peut étre obtenue & travers de ’énergie re-

normalisée.



Chapitre 2

Energie renormalisée de Dirichlet dans

un domaine simplement connexe

Dans dans ce chapitre, on va obtenir I’énergie renormalisée associé au probléme de Dirichlet
dans un domaine simplement connexe. La technique qu’on va utiliser est basée sur les résultats
présentées dans [1]. Tout d’abord, il est important d’inclure des résultats fondamentaux et trés

utiles pour ’étude et I'obtention de I’énergie renormalisée.

2.1 Reésultats fondamentaux

Le résultat qu’on va présenter ci-dessous nous donne le lien entre les 1-formes exactes (utiles

en pratique) et les 1-formes fermées (propriété facile a vérifier par un simple calcul de dérivée).

Lemme 3 (Lemme de Poincaré) Soit  C R? un ouvert simplement connexe. Alors toute

1-forme différentielle fermée de classe C' sur §) est exacte.

Preuve. Soit o un chemin fermé dans 2. On a que « est homotopique (et grace au théoréme
d’approximation de Whitney ! a est réguliére homotopique) & un chemin constant 3 : [0,1] — Q

tel que B(t) = xo. Apreés, si w est une 1-forme fermée,

/tmw—/trﬁ—() (2.1)

1. Pour une explication plus détaillée de ce résultat voir e.g., [19].




car tr § est de mesure nulle. On définit, pour x € 2

f(@Z/w ¥

a,z]

avec Yjq,z] une chemin rectifiable qui commence en a € ) et se termine en {2 (nous supposons
que {2 est connexe par arcs, sinon on applique ce résultat dans chaque composante connexe par
arcs). Notons que, grace a (2.1), f(z) ne dépend pas du chemin 7, ;). Maintenant, soient v € R?,

v#£0, et t €R, tels que

flx+tv)— f(x) 1
t t /Y[:c,x+tv] -

On identifie la 1-forme avec un champ vectoriel F : Q — R?, ainsi

flx+tv) — f(z) 1
; =7 /m,ﬁw] F(u) - du.

Si [t| < 0 avec § > 0 assez petit, et comme ) est ouvert, on peut supposer que [z,x + tv] C Q,

de sorte qu’on considérant, pour 0 < s < t, u(s) = x + sv telle que u/(s) = v et ainsi

flz+tv) — f(x) 1 [t

. o . - . !
}E}% . = },l—% A F(u(s)) -u'(s) ds
d t
=|— F(x+sv)-vds>
(i)
= F(x)-v.

En prenant v = e;, pour ¢ = 1, 2, les vecteurs de la base canonique, on a Vf = F' et par consé-

quent w est exacte car w = df. |

Avant de donner un résultat plus général basé sur le lemme précédent, il est important de
noter que le lemme de Poincaré nous dit que, dans R2, si le rotationnel d’un champ de vecteurs
est nul alors le champ est un gradient, et si la divergence d’un champ de vecteurs est nul alors

c¢’est un gradient orthogonal, que I'on notera par V= tout au long de ce document.

Lemme 4 Soit  C R? ouvert et régulier (pas nécessairement simplement connere) et D un

champ vectoriel dans ) tel que

divD =0 et /D-V:O
r;



pour chaque composante connexe I'; de 02, i =1,..., k. Alors il existe une fonction H de ) telle

que

C(0H 9H\ .

Preuve. Si{2 est simplement connexe, ce résultat est connu sous le nom de lemme de Poincaré

qui a été énoncé et démontré dans le Lemme 3. Dans le cas d’'un domaine général ) on résout

dans chaque domaine w; délimité par I';, ¢ = 1,...,k, le probléme
Aw; =0 dans w;
5 (2.2)
Wi _ D-v sur dw;.
v
On définit le champ vectoriel
B D dans Q2
D= (2.3)

Vw; dansw;, i=1,...,k.

Notons que le probléme (2.2) a une solution unique a une constante additive prés grace a 1'hy-

pothése / D -v =0 (voir e.g., [8, Théoréme 3.40]). Ainsi, dans Q, div D = 0 directement par
r; _

hypothése. Dans w; pour i = 1,...,k on a que div D = 0, car div(Vw;) = 0; et sur chaque T;

on considére les conditions données dans (2.2), (2.3) et une fonction ¢ € C2°(2) tels que

/Dw /szer/Dw Z/ awl_ D vy
Ow;

o0N

Donc, par le théoréme de la divergence, div D = 0 dans G = QU (U 1wl> qui est simplement

connexe. Aprés, par le Lemme 3, il existe H telle que
- H 0H
D= (22 oA
8:102 81,‘1
Pour conclure la preuve, il suffit de définir H comme la restriction de Ha. |

Enfin, on a une application directe du Lemme 4 lorsque on veut obtenir le conjugué harmo-

nique d’une fonction harmonique.



Corollaire 5 Soit Q C R? ouvert et régulier (pas nécessairement simplement connexe) et soit H
‘ . ‘ . ‘ . 0H

une fonction harmonique dans Q. H admet un conjugué harmonique si et seulement si / =
r; oV

0 pour chaque composante connexe I'; de 02, i =1,... k.

Preuve. La condition nécessaire est directe puisque, si H admet un conjugué harmonique dans

(), on obtient

1
oH _ [ oH* _

T; 8V - T; 87’

(car l'intégrale sur une courbe fermé de la dérivée tangentielle d’une fonction est nulle) pour
chaque composante connexe I'; de 9Q, i =1,..., k.
Pour la condition suffisante, on va utiliser le Lemme 4 en considérent D = VH, ainsi on a

div(VH) = 0 car H est une fonction harmonique, et par hypothése

OH

A

Donc H admet un conjugué harmonique dans €. |

2.2 Etude de I’énergie renormalisée

Comme dans 'introduction, on considére G C R? un ouvert, borné, réguliére et simplement
connexe. Soient (ai,...,ax) € G, (di,...,dy) € Z. On suppose a; # a; si i # j. Soit p =

sup{p; By(ai;) N By(a;) = 0 pour i # j}. Pour p < p on définit

1
W = inf / \Vul*;u € HY(G\ U, B,(a;),S"),
2 Jenuk, By(as)

trgqu = g, deg(u,dBy(a;)) =d;, i=1,..., k:} (2.4)

Notre objectif sera d’obtenir 1'énergie renormalisée associée a WP . Pour améliorer la notation,

considérons les ensembles
k
Q, =G\ JBo(a;) et Q=GC\{ar,...,a}.

i=1

On commencera par présenter un théoréme trés utile.



Théoréme 6 L’infimum est atteint en (2.4) par une solution unique a une phase pres, i.e., si

uy et ug sont deuxr minimiseurs, alors u; = aug o o € C avec || = 1. De plus, on a

/ Vul? = / Vo,
Q Qp

P

avec ¢, solution du probleme linéaire

Ag, =0 dans Q,

¢p = cst. = Ci(p) sur 0By(a;), i =1,...,k

09, .
o —ond; i=1,...
/83;7(!11') o e 7 o+ (2‘5)
0% _ dg
5, =9 X o sur 0G
¢, =0.

\ /OG

Preuve. Soit u € H'(Q,,S") telle que trgcu = g et deg(u, 0B,(a;)) = d; pour i =1,... k.

Tout d’abord, on va montrer que

/ Vul? > / Ve,
Q Q

p p

Comme u prend des valeurs dans S', on a

%X%_O
axl 8952_'

AN N AN
ox1 Y 0x9 0xo “ ory)

On considére le champ vectoriel

Alors

UX — +—,UX —
6:@ 8331 81’1 65132

D_ (_ ou 09, ou +8¢p>.

Comme ¢, est harmonique dans €2,

2 2
divD:aa(u 0u)+8¢p+8<uxﬁu>+8¢p:0‘
1

T 014 8:13% 0xo B 01 833%




Par ailleurs, on a

“XE ov

D-zx-—( 8u>+8¢p

ol 7 est le vecteur unitaire tangent a 0B,(a;) pour i = 1,...,k tel que (v, 7) est direct. Ainsi,

par la formule du degré

/ u X Ou = 2ndeg(u,0B,(a;)) = 2nd;
0By (a;) or

et par les conditions au bord de (2.5)

/ % = 27sz'.
OB, (a;) OV

Donc, pouri=1,...,k,

/ D-v=20
0By (ai)

et aussi, par les conditions au bord de (2.5), on obtient
D-v=0.

oG

Alors, par le Lemme 4, il existe H dans €, telle que

L u om0y,
ox - ox1 Ora
(2.6)
ou 0H 09,
b ai.ﬁz - _8.292 8:61’
de sorte que
ou |? ou |? OH d¢p, OH ¢
2 _ ou ou . _ 2 2 O o0pp 01 OPp
[Vul™ = fux ox1 + 'u % 0xo [VH +Vél” +2 <8x1 Oxo  Oxzo 8x1)
mais
/ <‘9H‘9¢p_mf3¢p> :/ div (H%’_Had)p> :/ Ha%_/ 1799
Q 6%’1 8%‘2 8.7}2 8.7}1 Q, 8%‘2 6951 oG or aBp(a»i) or
OH foler
=— — HZ =0
/ac; = oB,(a;) OT

10



puisque, par (2.5), les ¢, sont constantes sur 9B,(a;) pour i =1,...,k, et

oH_ (09, 00,
af__<gxaf>+au =0

/ |vu|2:/ yVHy2+/ |v¢py2z/ IVo,|2.
Q Q Q Q,

P P P

sur 0G. Donc

Maintenant, on va montrer qu'il existe u € H'(Q,, S') telle que trjggu = g, deg(u, 0B,(a;)) = d;

/\WP:/ IV,|?.
Q, Qp

Pour cela on va trouver une fonction u qui satisfait

pour i =1,...,k et

ux dv _ 9%
6(131 81‘2
(2.7)
ux 2 _ 0%
8562 89:1
D’une fagon générale, on peut considérer le systéme
ou
u X 87331 = F]_ dans Qp
(2.8)
ou
U X 37362 = Fy dans Q,.
Ce probleme a une solution u : €2, — S! si et seulement si
oF OF:
g1 _ gt (2.9)
(91'2 83?1
et
/ F.-1e2nZ
r;

pour chaque composante connexe I'; de 9€),. Puisque si on dérive partiellement par rapport & xo

la premiére équation et par rapport a x1 la deuxiéme équation de (2.7), on obtient

*¢, Ou ou 0%u

— = — X — X
8%% (%2 6:751 tu 8.7318%2

et

or?  Oxy  Oxy 029021’

11



comme ¢, est une fonction harmonique dans €, et en utilisant (2.8), on obtient (2.9). En plus,

/ F.r= / 99 = 2md;
8B, (ai) 0B,(a;) OV

avec d; € Z pour i = 1,..., k. Par ailleurs, on peut considérer localement u = e*¥ avec 9 solution

par le probléme (2.5)

du probléme

o
G
o

- = F
81'2 2

qui a une solution locale par (2.9). Pour 'unicité, si on considére deux solutions locales de (2.8)
uy et ug, alors u; = aug ol «v est une constante complexe avec |a| = 1. Ensuite, la solution locale
¥ est continuée globalement car on peut intégrer sur des chemins. Ces intégrales peuvent varier,

mais cette variation est 277, et ainsi u = €% est bien défini & une constante prés.

Aprés, par (2.7) on peut trouver v € H'(£2,,S!) telle que trjpqv = g, deg(v, 0B, (a;)) = d; pour

1=1,...,ket
ov 09,
U0 T 0r
v 09,
v X 87552 = aigjl
Alors pour cette fonction v on a
vxg::%gip:gng_ dans 0G

d’ott il résulte que v = ag sur OG, ol v est une constante complexe avec |o| = 1. Donc la fonction

u = o 1v satisfait toutes les conditions. [ ]

Maintenant, on va présenter le résultat de convergence nécessaire pour montrer le théoréeme
de I’énergie renormalisée associe au probléme de Dirichlet simplement connexe. Le lemme suivant
est fondamental pour montrer la convergence de ¢, vers une fonction ¢y, quand p — 0, avec ¢g

solution d’un probléme qui sera présenté ci-dessous.

12



Lemme 7 Soit v une fonction qui satisfait le probléme

Av=0 dans Q,
v =0 sur 0G (2.10)
ov

/ @:O pouri=1,...,k.
(S0, (a;) OV

Alors
k
sup v —1nfv sup v— inf wv]. (2.11)
Qp ; <aBP (ai) 0By (a:) )
Preuve. Considérons l'intervalle I; = [oy, 5] avec oy = inf wv et 5; = sup v pour i =
0By (a:) 0B, (a;)
1,...,k.
k
Prouvons d’abord que U I; est connexe. On suppose, par contradiction, que ce n’est pas vrai.
i=1

Alors, il existe tg € R, 6 > 0 et 1 < n < k tels que (aprés avoir réétiqueté les intervalles)
Bi<tg—06 sii=1,....,n et ao;>tg+0d sii=n+1,...,k

pour un certain & > 0. Sans perte de généralité, on suppose que ty # 0, i.e. on prend ty > 0.

Ainsi, on peut supposer que ty — d > 0. Considérons une fonction § € C*(R, [0, 1]) telle que

0 sit<ty—2o
o0(t) =
1 sit>to+0

et 6'(t) > 0 pour tout ¢ €]ty — 0, tg + d[. Multiplions Av = 0 par 6(v) et aprés intégrons sur €,

- _ v)0(v) = "(v)|Vv]? — @ v k @ v
0— /Qm >e<>_/ﬂe<>|V| aaay9<>+;/83p(ai)ay"”

P P

mais ? = 0 sur 0G, 0(v) est constante (0 ou 1) sur chaque 0B, (a;) et
v

/ Ov =0 pouri=1,...,k.
05,(a:) OV

Ainsi, on obtient

9'(U)|Vv]2 =
Qp

13



et donc Vv = 0 dans 'ensemble B = {x € Q, : tp— < v(x) < to+d} ce qui est une contradiction,
car on a que v est localement constante dans B et alors v peut prendre au plus une quantité
dénombrable de valeurs entre tg — d et tg + 6. Par ailleurs, €, est connexe et v est une fonction
continue, donc v peut prendre tous les valeurs entre infg, v et supgq, v ('image d’un connexe par

une fonction continue est un connexe). En particulier, v prend toutes les valeurs entre ¢ty — 0 et
k

to + 0. Donc nous concluons que U I; est connexe.

i=1
k

Maintenant on va prouver l'inégalité (2.11). Comme U I; est connexe, son maximum et son

=1
minimum sont atteints, ainsi par le principe du maximum

k

max -—mino«<§ P — Qy

ISiSkIBZ 1<i<k 7> : 1(6@ z)
1=

aprés, en ajoutant une constante a v on peut toujours supposer que min «; = 0. On prend
1<i<k

A= max Bi. En multipliant Péquation Av = 0 par (v — A)" et en intégrant sur €, on a (en
<i<

0
considérant que %Y 0 sur 0G)

ov
/,

mais (v — A)" = 0 sur chaque 9B,(a;) et donc (v — A)T = 0 dans €, c’est a dire, v < A dans

" ov
_ +2 el _ +
[V(v—A)T| +;:1/ ( )(%(v A) 0

14 BBP a;

2,. De la méme maniére v~ = 0 sur chaque 0B,(a;) et donc v > 0 dans €2,. Ainsi on a

info=0
P

et

k
supv < A 1rgzagxk pi = ;(Bl al) Z ( Sup v 8151?,?(fai)v>

Qp i=1 \9Bp(ai)

Ce qui conclut la preuve. |
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Lemme 8 On a que ¢, — ¢o uniformément quand p — 0, avec ¢g solution du probléme

k
Agy = Z 2nd;d,, dans G
=1

9% _ . 99 (2.12)
5, =9 X 5y sur 0G

¢ =0,
oG

ou § est la fonction delta de Dirac. Plus précisément, on a

19p — dollL=(a,) < Cp.

Preuve. En utilisant le Lemme 7 avec v = ¢, — ¢¢ dans 2, et comme ¢, est constante sur

chaque 0B,(a;), pour ¢ = 1,...,k, on obtient grace au principe du maximum

Q, Qp —1 \0B(a;) 0By (ai)

k
sup(¢, — do) — inf(¢, — o) < ( sup ¢o — inf ¢>0> < Cp.
Par ailleurs, grace aux conditions au bord de (2.5) et (2.12) on obtient

/ (6 — o) = 0
oG

ainsi, il y a un point dans 0G tel que ¢, — ¢g = 0. Donc

19 — doll=(a,) < Cp.

A travers du théoréme ci-dessous, on va présenter I’obtention de I’énergie renormalisée associé

au probléme de Dirichlet simplement connexe.

Théoréme 9 Soit
k
Ro(z) = ¢o(x) — Zdj log |z — aj (2.13)
j=1

telle que Ry est une fonction harmonique réguliere dans G (Ry est la partie réguliére de la fonction
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®0) ot ¢ est la solution du probleme (2.12). Alors, quand p tend vers 0, on obtient

;/ Vu,|* =7 (Zd2> log (;) + Wpl(ai, di) + O(p)

=1

avec u, Uapplication harmonique & valeurs dans S' associée a ¢, (¢, est la solution de (2.5)) et

k
1 0
WD(ai7di) = —ﬂZdidj log ]ai — aj\ + 5 /aG ¢0 <g X ai) — ﬂ'zdiRO(ai)-
=1

i#]
C’est important de remarquer que Wp est indépendant de p et ne dépend que de G, a;, d; et g.
De plus, O(p) représente une quantité X telle que | X| < Cp ou C ne dépend que de G, a;, d; et

g.

Preuve. En considérant les arguments de la preuve du Théoréme 6 on sait que

= Vu,|” == Vo,|~.
5, IVl =35 [ 190

Gréce aux conditions au bord de (2.5), on a

1 1 96 96
2/prup|2_2/ Vp|* = / pqﬁp_z/aBpal) ayp
1 )
2 /86‘ @ (g 8 83) B W;di%(aBﬂ(ai))-

Par le Lemme 8, pour C > 0, |[¢, — ¢ol[ 1 (q,) < Cp, donc

1 1 9 b
2/Qp [Vu,|* = 2/(9G ¢o (9 X (‘93) - W;diéf)o(wi) +O(p)

ol x; est un point de 9B, (a;). Maintenant, a 'aide de (2.13) on obtient

1 1 dyg
2/Q ]Vup\2:2/ qjo(gxa)—ﬂZd Roscz—l—Zdlog\mz aj| | +O(p)

7j=1

1 dg 1
:2/ ¢0<g><>—7er Ry(a; —i—Zdlogal—aﬂ—dilog(p)

JF
+ O(p)
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k
1 dg
:2/8G¢0 <Q>< 67'> _W;diRO(ai)_ﬂ-zdidjlogmi—aj

i#]
i 1
+ de log <> + O(p).
i=1 P
Aprés, en considérant la définition de Wp (a4, d;), on peut conclure la preuve. [ |

2.3 Un résultat de convergence

On va montrer un résultat de convergence du minimiseur wu, pour le probléme de minimisation

we.

Théoréme 10 Soit u, un minimiseur pour le probléme de minimisation Wg. Quand p tend vers

0, u, converge vers ug uniformément dans tout ensemble compact de QU 0G.

Preuve. Par le lemme 8 et des estimations elliptiques (voir e.g., [6], Chapitre 6) on a

¢p — ¢o dans Cp.(Q2).

De plus, pour chaque k > 0

16p = dollorry < Cp

pour tout compact K dans 2 U 0G. Rappelons que, par les arguments du théoréme 6, on a

ou 0¢
up X 81‘? = —a—@p dans €,
ou 0
up X ('3:1:;) = 87:1/:/; dans €,
et
Oug o
— = ——"— dans Q
ug X 021 Dy ans
Oug  O¢o
_— = d Q
Uug X a$2 (9&71 ans
Donc

l[up = uollcr ) < Cp.

17



Maintenant, si on travaille localement dans 2, U 0G, on peut écrire u, = e avec ¢ € [0, 27].

Alors, en considérant les arguments de la preuve du Théoréme 6, on a

e _ a¢p

By = o G
e _ a¢p

aim = axl dans Qp.

Donc, quitte a considérer une suite extraite, ¢ converge dans Cfgc(Q U 0G). Ainsi, quitte a
considérer une suite extraite, u, converge vers ug dans Cfgc (QUOG). Si on considere g, = U,

on a que g, converge vers gg et ug satisfait

/

dug Do

— = - Q
ug X 01 Do dans

6uo 6¢0

— = Q
ug X 02y Oy dans
uo = go sur 0G

ce qui signifie que ug est une application harmonique canonique. Maintenant considérons deux
suites u,, et u,, telles que u,, — u1 et uy, — ug, avec uy et up deux applications harmoniques

canoniques. Alors, localement

Pp1 — Pl et Ppa — P3.

Ainsi V1 = Vg, donc ¢ et 2 localement sont égaux & une constante positive prés, et donc
u1 et uo localement sont égaux a une constante multiplicative prés avec module 1. Aprés, par la

connexité de (), cette constante est globale. |
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Chapitre 3

Energie renormalisée de Neumann dans

un domaine simplement connexe

Dans ce chapitre on utilisera les idées exposées dans [14], [17] et [18] et comme dans la

partie précédente on considére G C R? un ouvert, borné, réguliére et simplement connexe. Soient

(al,...,ak) € G et (dl,...

,di) € Z. On suppose a; # a; si i # j et rappelons que, pour p =

sup{p; B,(a;)NB,(aj) = 0 pour i # j}, on considére p < p. Avec la notation Q, = G\UF_, B,(a;),

on définit

W, = inf {;/ \Vau|*;u € HY(Q,,S), deg(u,dB,(a;)) =d;, i=1,..., k} . (3.1)
Qp

Considérons gZ;p solution du probléme linéaire

dans €,
sur chaque 0B,(a;), i =1,...,k
sur 0G

=2nd; pouri=1,...,k.

On va démontrer maintenant un résultat analogue au Théoréme 6.

Théoréme 11 L’infimum est atteint en (3.1) par une solution unique & une phase prés. De plus,

19



on a

/ Vul? = / AL
Q Qp

P

avec gZA)p solution du probléeme linéaire (3.2).

Preuve. Soit u € H'(Q,,S'). En premiére instance on va montrer que

/ Vul? > / Ve,
Q Q

p p

Pour cette partie on suivra un raisonnement analogue que dans le Théoréme 6, on considére le

champ vectoriel

0xo o0x1 ’ ai-h 0o

tel qu’on obtient

ou d¢,
D-v=— i e
Y (u 8 67) + ov

ol 7 est le vecteur unitaire tangent a 0B,(a;) pour i = 1,...,k tel que (v, 7) est direct. Ainsi,

par (3.2), on a, pour i = 1,...,k,

/ D.-v=0.
8Bp(ai)

Alors, par le Lemme 4, il existe H dans €, telle que

Ly Quo _ _OH 09,
ox1 N 0z 0z
(3.3)
ou 0H 09,
U s Ory  Oxy’
telle que
ou |? ou |? . OH 8¢, OH ¢
2 _ el T S \vHI? 29 2P T TFP
]Vu\ ux 8:751 h e 8.732 ‘V ‘ + ‘V¢p| + (8951 83:2 8362 81:1

mais en utilisant le méme raisonnement que pour la preuve du Théoréme 6

OH 09, _ OH 99, - [ a 985 _ 09\ _
/Qp (al'l OZUQ 81‘2 0171 N delV Ha$2, Hal'l =0
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puisque, par (3.2), les qASP sont constantes sur 0B,(a;) pour i =1,...,k et ngbp = 0 sur dG. Donc

/~ |vu|2:/~ yvm%/~ |v$p12>/ IV,l2.
Q, Q, Q, Q,
Maintenant on va montrer qu’il existe u € H(Q,,S') telle que deg(u,dB,(a;)) = d; pour

/ Vul? = / v, P
Q Q,

P

1=1,..., ket

On va trouver une fonction u qui satisfait

A~

ux v 9%
8561 8%2
R (3.4)
e D 0dy
8562 8931
D’une fagon générale, on peut considérer le systéme
0
u><a—;1 = F; dans Q,
(3.5)
0
u X 8—;; = Fy dans Q,.

Comme dans la preuve du Théoréme 6, ce probléme a une solution u : Q, — S! si et seulement

si

OF, _ OF,

ol _ 7= 3.6
(91'2 (91‘1 ( )
et
/ F-1e2nZ
Iy
pour i = 1,..., k. En plus, par le probléme (3.2) on a
54
/ F.or= / 9n _ ord,
OB, (a:) 0B, (i) OV
et d; € Z pour i = 1,..., k. Par ailleurs, on peut considérer localement u = e*¥ avec v solution

du probléme

Gw_
o, D
aw_
o, 2
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qui a une solution locale par (3.6). Pour 'unicité, si nous considérons deux solutions locales
de (3.5) u; et wug, alors u; = auy ou « est une constante complexe avec |a| = 1. Ensuite, la
solution locale 1 est continuée globalement car on peut intégrer sur des chemins. Ces intégrales
peuvent varier, mais cette variation est 27Z, et ainsi u = e est bien définie & une constante

prés. Finalement, par (3.4) on a

ou BY)
deg(u, 9B, (a; :/ ux:/ =P —
B, O5,(%)) 0Bya;) 0T Jom,(a)) OV

pouri=1,...,k. |

Maintenant, on va montrer deux lemmes nécessaires pour traiter I’obtention de 1’énergie re-
normalisée associée & WWX,. Ces lemmes sont analogues aux Lemmes 7 et 8 et leurs démonstrations
se trouvent dans la Deuxiéme annexe 6.2. Il est également important de noter qu’une version

plus faible et aussi utile du lemme suivant se trouve dans la Deuxiéme annexe 6.2.

Lemme 12 Soit v solution du probléeme

Av=0 dans €1,

v=20 sur 0G

/ @:0 pouri=1,... k.
9By (a;) OV

Alors, en notant Q, = G\ UL B,(a;), on obtient

k
supv — infv < sup v— inf w|.
Q, Qp ; <8Bﬂ(ai) 0By (ai)

Lemme 13 gZA)p converge vers ¢30 quand p — 0, avec QASO solution du probléme

k
Agf;o =27 Z dibe, dans G
i=1 (3.7)

$o =0 sur OG
ot & est la fonction delta de Dirac. Plus précisément, il existe C > 0 telle que
6o — dollLe(o,) < Cp-
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On démontre directement le corollaire suivant en utilisant le Lemme 13 et des estimations ellip-

tiques.

Corollaire 14 gbp converge vers ¢0 dans CF _(QUOG) quand p — 0, pour chaque k > 0.

loc

Enfin a travers du théoréme ci-dessous, on va présenter I’obtention de ’énergie renormalisée pour

le probléme de Neumann simplement connexe.

Théoréme 15 Soit

k
Fo(@) = do(a) =Y dylog o — | (3.8)

telle que Ry est une fonction harmonique réguliere dans G (o est solution du probléeme (3.7)).

Alors, quand p — 0,

5/ |Vup|2—7r(2d2) 1og(p) + Walai, i) + O(p)

=1

avec 1, l’application harmonique & valeurs dans S' associé a <;3p (d;p est solution de (3.2)), et

Wi (a;, d; *—ﬂde log]a,—aj\—WZdRo a;).
i#]

C’est important de remarquer que Wy est indépendant de p et ne dépend que de a; et d;.

De plus, O(p) représente une quantité X telle que | X| < Cp ou C ne dépend que de a; et d;.

Preuve. En considérant les arguments de la preuve du Théoréme 11 on sait que

1/ i) 1/ bl
= Vi,|” = = Vo,|°.
il [ w6

Gréace aux conditions au bord de (3.2),

1 o2 1 2 / 3¢p / aﬁbp
2 /Qp Vapl™ = 2/ Vool = qbp Z 8B, (a:) 81/

= —7 Z di¢p aBp(ai))‘

=1
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Par le Lemme 13, pour C' > 0, nggp - QZA)OHLOO(QP) < Cp, donc

2

1 A .

2/Q Viiy|* = =7 > digo(x:) + O(p)
P =1

ol x; est un point de 9B, (a;). Maintenant, en utilisant (3.8), on a

1/ s
5 | Vi
2 Jo, "

k

k
—ﬂZdi Ro(xi)+2dj log |z; — aj| | +O(p)
i=1 j=1

k
N 1
= —WZdi Ro(a;) + Zdj log |a; — a;| — d;log <p> +O(p)

i=1 j#i
k k 1
=7 Z diRo(a;) — ™ Z didjlogla; —aj| +m (Z df) log <> + O(p).
i=1 i i=1 p
Finalement en considérant la définition de Wy (a;, d;) on peut conclure la preuve. |

3.1 Un résultat de convergence

On va montrer un résultat de convergence du minimiseur 4, pour le probléme de minimisation

we.

Théoréme 16 Soit 4, un minimiseur du probleme de minimisation Wf\',. Alors, pour chaque
k>0, 4, converge vers iig dans C’;“OC(QUZ?G) quand p — 0, avec g une application harmonique.

De plus, il y a unicité des limites de deux suites a une constante multiplicative de module 1 pres.

Preuve. En considérant le cas local dans 2, U G, on peut écrire i, = €'¢ avec ¢ € [0, 27].

Alors, grace aux arguments de la preuve du Théoréme 6, on a

D9 _ 9

=22 dans
8311 83)2 ans P
Oy 8($p

— =" d Q,.
81‘2 81‘1 ans P

Donc, quitte & considérer une suite extraite, ¢ converge dans C’{ZC(Q U 0G). Ainsi, quitte a
considérer une suite extraite, 4, converge vers i dans Cf _(Q U Q).

Maintenant considérons deux suites 1,, et i, telles que @, — 1 et d,, — U3, avec Uy et 1o
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deux applications harmoniques. Alors, localement

Yo = P1 et pp, = 2.

Ainsi Vi1 = Vo, donc ¢1 et w2 localement sont égaux & une constante positive prés, et donc
11 et 1o localement sont égaux & une constante multiplicative de module 1 prés. Aprés, par la

connexité de (), cette constante est globale.
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Chapitre 4

Energie renormalisée de Neumann dans

un domaine multiplement connexe

Pour cette partie on suppose G multiplement connexe dans R%. On veut trouver une formule
pour l’énergie renormalisée avec des conditions de type Neumann. Ce cas, contrairement au
précédent, présente un probléme auxiliaire associé a la fonction ¢, avec des conditions au bord
qui ne sont pas nulles, de sorte qu’on rencontre des difficultés au moment ot on veut prouver un
résultat analogue au Lemme 13. On utilisera alors une nouvelle technique.

Soient I'g la composante extérieure de G et I';, I = 1,...,n ses composantes intérieures. On

considére le probléme de minimisation

Wk = inf{;/ \Vul?; v € HYQ,,SY), deg(u,0B,(a;)) = diy i = 1,...,k}
Qp

avec ), = G\UleBp(ai). Il est important de noter qu’on n’a imposé les degrés que sur les bords

des boules. On considére aussi ¢; la solution du probléme

A¢; =0 dans G

(4.1)
=205 surly, 7=0,1,...,n
avec d;; le symbole de Kronecker. Go(z,a) la fonction de Green pour le probléeme
—AGy =276, dans G
(4.2)

Gop=0 sur 0G,
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et Hy la partie réguliére de Gy, i.e.

Hy(z,a) :=log — Go(z,a). (4.3)

1
|z —al

Soit u, un minimiseur pour le probléme WYX, alors en considérant les arguments de la preuve du

1 1
W =5 [ 9wl =5 [ 190,
2 Jo, 2 Jo,

ol ¢, est la solution du probléeme

Théoréme 11, on a

Agp, =0 dans 2,
¢p=0 sur Iy
¢p = cst. = Ci(p) sur 0B,(a;), i=1,...,k (4.4)

¢, = cst. = Cy(p) sur 'y, [=1,...,n

On considére ’ensemble

V= {gp € Hl(Qp,R); @ =0sur I'g, ¢ =cst. sur 9B,(a;),i=1,...,k, et

@ = cst. sur I'y, lzl,...,n}.

Lemme 17 La solution ¢, du probléme (4.4) est obtenue comme le minimiseur de

1
Flp) =3 / ’v90’2+27rzdz§0|53p(%>

=1

dans l'ensemble V.

Preuve. En effet, commengons par multiplier I’équation (4.4) par ¢ € CZ°(£2,), on intégre sur

(1, et aprés on utilise la formule de Green,

0= [ ervn=— [ vovo [ o Z /F o Z:/ag( o

P

_/Q VeV, — QWZdigo‘aBp(ai),
14 i=1
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d’ott, on définit la forme bilinéaire a : H'(£2,) x H'(£2,) — R telle que a(yp, ¢,) = / V-V,
2

k
et la forme linéaire L : H'(2,) — R telle que L(yp) = _QWZdi‘plaB (o)~ Maintenant on utilise
pla;

i=1
la dérivée de Fréchet. On note que

k

1 1

Flo) =5 | 96l +28 3 digian, 0y = 500000 + (0).
P =1

Apreés, pour 8 € V
DF(p)(0) = a(p,0) + L(0),

notons que DF(p)(0) = 0 si et seulement si a(p,d) + L(0) = 0, pour § € V. Cest-a-dire, ¢ est
I’unique solution de

a(p,0)+ L(#) =0, pourfecV

qui est précisément la formulation variationnelle du probléme (4.4). Ainsi, ¢ est I'unique solution
du probléme (4.4). Maintenant F est convexe car est une fonctionnelle quadratique. Alors ¢, est
un minimum global de F, c’est-a-dire, DF(¢,) = 0 et ainsi ¢, est 'unique solution de (4.4).

Le résultat précedent nous permet d’obtenir la solution ¢, comme une minimiseur de F'. Avec
la méthode directe on va montrer ’existence du minimiseur. Pour cela, prouvons d’abord que la
fonctionnelle F' est minorée. On va utiliser I'inégalité suivante qui découle du théoréme de trace,
pour ¢ € HY () :

#log, | < Cllellma,)- (4.5)

On remarque aussi que tout ¢ € V peut étre prolongé en ¢ € H&(G) en posant @y, (o = CSt. =
pla;

4,5|Fl pour I =1,...,n. On a alors

lellzze,) < I8z < oo et [Vl = VOl @)

Maintenant on peut appliquer 'inégalité de Poincaré pour ¢, ainsi

lellme,) < ClIVellrz@,)

28



en utilisant l'inégalité (4.5), on a

1
F(p) > 5IVol22(q,) — Cllelme,)

et enfin (en renommant la constante C)

1 2
F(e) 2 553ll¢lm(q,) — Cllelme,)

donc F' est minorée. On considére maintenant une suite minimisante (¢, )nen de F, c’est-a-dire
telle que limy, o0 F'(¢p) = inf,cy F'(¢). Comme pour a assez grand on a F(¢,) < a, on déduit a
partir de I'inégalité précédente que la suite (¢,,) est borné en norme H'. Par conséquent, quitte &
extraire une sous-suite minimisante, on peut supposer que (¢,) converge faiblement vers ¢ dans
H'. Comme F est convexe et continue, F est faiblement s.c.i. et,

F(¢) < liminf F(p,).

n—o0

Donc ¢ est bien un minimum de F'.

Par ailleurs, pour I'unicité on va utiliser la convexité stricte de F. En effet z + |z|? est stric-
tement convexe et donc le premier terme de F' 'est aussi. Le deuxiéme terme est linéaire. On
considére maintenant ¢ et 1) deux fonctions distincts de V' telles que réalisent le minimum F' sur

V', alors # cVet F(#) < infyey F(v), ce qui est absurde. Donc on conclut la preuve.

Maintenant on va considérer ; , pour ¢ = 1,...,k la solution du probléme de Neumann
Api, =0 dans €,
Hw: —a)t.
(pl’p:—(x @) v sur Iy, 1 =0,1,...,n
ov |z — a;)?
4.6
Opip  (x—ai)t-v (4.6)

ov 2 — a2 sur By(aj), j=1,...,k
(2

avec £ = (—xa, 7).
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Lemme 18 La solution ¢;, de (4.6) admet un conjugué harmonique gol{-p dans Q, vérifiant

A%'L,p =0 dans €,
goij-’p—log |z — a;| = est. sur 0By(aj), j=1,...,k
(4.7)
goij-’p —log|z —a;i| = Cp(a;) surly, I=1,...,n
\gof-,p—log]m—ai]:O sur Ty.
H0:
Preuve. On peut voir que % =0, pour! =1,...,n car 'intégrale sur une courbe fermée
r, ov

de la dérivée tangentielle d’une fonction est nulle. Donc, par le Corollaire 5 on a que goip est bien

définie dans €2,. Maintenant on a que goffp satisfait les équations

Hot 90;
Pip — Pip dans Q,
8562 8%1
N (4.8)
Ip; P 0pip
£ =——""F dans ()
8&?1 81‘2 ans 2o
de sorte que, sur chaque I';, on a
O L\ @ma)r_@-a) v p, 09
or g\x—ai\ -2 |r—a? Oov Ot
ainsi
0 n 1
| i log— | =0.
or <%’p tlog |z — ai|>
Alors, il existe un nombre Cj ,(a;) de maniére que sur chaque I'; on obtient
i, — log |z — a;| = Cy(a;). (4.9)

Comme le conjugué harmonique est unique & une constante additive prés, on peut imposer la

condition Cp ,(a;) = 0 et ainsi, sur Iy, on obtient

goij‘,p —log | — ai| = 0.
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De maniére analogue, sur chaque 0B,(a;), on obtient
gpip —log |x — a;i| = cst.

Donc gol-fp vérifie (4.7) pour [ =1,...,n. [ |

Ensuite, on a que s’écrit comme
) P

Z d; log —|— Z dipi- » (4.10)

puisque, en utilisant les conditions aux bords des problémes (4.4) et (4.7), dans 2, on obtient
A¢,=0,surT'gona¢,=0,sur dB,(a;) etsur[yona ¢, =cst.pouri=1,...,ketl=1,...,n
Maintenant, on va obtenir un résultat de convergence qui va remplacer le Lemme 13 pour le cas
de Neumann simplement connexe en utilisant des nouvelles idées présentées dans [15]. On va
montrer que gpz{-p — @i localement uniformément dans G' quand p — 0. Pour cela, considérons

I’ensemble

1
W&, = inf / \Vul%u € HY(Q,,Sh),
2 Janu, Bo(a)

N\ di
u:<|i_zz‘> sur@Bp(ai),izl,...,k}

de sorte que Wf\’, < W¥,. Regardons maintenant des propriétés de monotonie & travers du lemme

suivant.

Lemme 19 On considére k € N. Soient (a;, ... ,a;) € G, (di,...,dy) € Z et p = sup{p; By(a;)N

B,(a;) =0, pour tout i # j} telle que p < p. Alors, en considérant la définition de WY, :
(i) la fonction

k
1
€ (0,p) — W&, — Wzd% log (p)

i=1

est croissante, et

(ii) la fonction

€ (0,p) — W& —wzk:d%og C})

i=1

est décroissante.
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Preuve. Pour le premier point on va considérer 0 < p < o, pour u € H'! (G \ UleBg(ai), Sl)

d;
telle que u = ( L ) , pour i = 1,...,k, on définit la fonction v : G \ UF_; B,(a;) — S! telle

lz—as]

que, pour x € G\ U¥_| B,(a;), on a

NG
<“> si € By(a;) \ Bpla), i=1,....k

|z — a

v(z) =

u(zx) sinon.
Alors en utilisant les coordonnées polaires centrées sur a; pour ¢ = 1,...,k et 'inégalité de
Cauchy-Schwarz on a

k 2m 2 k o 21 2

1]|0v 1 1 ov
Vo2 > — || dbidr; > — = x — || db;dr

Z/Haz _ |U| ZZ;//O e | 06, lrl_?ﬂiz;/p Ti/o <U 89) i arg

k

Z/ 27Td2 r—2w2d210g< )

i=1"P =1 P

Ainsi, considérant o assez petit tel que les boules B, (a;) sont disjointes et sont dans G et par

I’additivité de I'intégrale, on obtient

1 1 1
5 | volt =5 [ volt -5 [ Vol?
2 Ja\uk_, By(as) 2 Je\uk_, B (a:) 2 JUE_,(Bo(ai)\Bp(a:))

k
1/ 2 2 (‘7)
< Vul* =7 ) dilog|—).
2 Ja\Uk, Bo(ai) ; p

Ce qui conclut le premier résultat. Pour le deuxiéme point on considére aussi 0 < p < o et u €
H? (G \ UleBp(ai), Sl) telle que deg(u) = d;, pour i = 1,..., k. On utilise d’abord l'additivité

de l'intégrale

7 =3, X, 2
— Vul* = = Vu Vu
2 G\U{_, Bp(ai) ’ ‘ 2 G\U}_, Bo (ai) ’ ‘ Z o(ai)\Bp(as) ‘

:;/G\Uk R Z/ </ |vuy2> ar (4.11)

aprés en utilisant la formule du degré, I'inégalité de Cauchy-Schawrz et le fait que |u| =1, on a

au 1/2 2 1/2 2 1/2
Lol o) (L) == (4 1)
st 87’ st st S

%
or

ou

2rd; = =
m or
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ainsi

et donc

2 2

Ou > 2md?.

v

ou

or

ou 2
o, (3 +120) =
él| ‘ Sl(@’r ) st

Remplagant donc cette inégalité dans (4.11) on obtient
1 1 i o
/ |Vul|* > / |Vu\2+772d?10g <> .
2 Je\UE_ B, (as) 2 Je\UE_ B, (ay) et P

Ce qui conclut le deuxiéme résultat. |

Ainsi, grace a ce résultat, on a que
i 1 i 1
Wk — Ter?log () < WK, fWZd?log ()
i=1 P i=1 p
ol les deux cotés sont bornés. Alors, on obtient
k 1 . 1
Wxr = lim W2, — 7y d?lo ()Zianp,—ﬂ' d?lo ()

wr = lim W ; flog ( ) =inf W} ; log (

et

k k
1 1
Wy = lim [/[/p—ﬁg d?lo <> = su WP—WE d?lo (>
S = *\0 p N = *\

de sorte que

Wy < Wi

Lemme 20 Soienti =1,...,k et goi%p le conjugué harmonique de @; , qui vérifie (4.7). Alors

cpifp COMVETgE VETS gof quand p tends vers 0 dans H'(G,S').

Preuve. Par la définition de W, pour 0 < p < p, il existe u, € H'(G \ U¥_| B,(a;),S) telle

que deg(u,0B,(a;)) = d; pour i = 1,..., k. Par le Théoréme 11,

1 1
W”-/ VUQ—/ Vo,
N2 G\ui-;prw)‘ =5 G\uf:prwi)‘ /|
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en utilisant le point (¢7) du Lemme 19, pour 0 < p < 0, on a

k
1/ 5 1 9 9 o
- Vol =3 [ Vup2 < Wh =73 dlog (7)),
2 G\U*_, Bs(a;) P 2 G\U*_, Bs(a;) P N . p

=1

de plus, par (4.11) on obtient

k
1 1
li ~ 2 d?1 )< . 4.12
imsup /G oy VOl =D o (J) < Wy (4.12)

p—0

Ainsi par I'inégalité (4.12) et un argument d’extraction diagonale, pour n € N, on a l'existence
d’une suite extraite p, — 0 et des fonctions u, ¢ : G'\ (a1, ...,ar) — S' telles que, restreint a

Q\ UleBg(ai), pour o > 0, on a
up, — u dans HY(Q\ UY_ B, (a;),S") et ¢,, — ¢ dans H'(Q\ U, By(a;),S").

Ainsi par (4.10) et (4.12) on obtient

3!
- di| Vi |? < +oo.
> Jos >

Bo-llz i=1

Donc, quand p — 0, on obtient goifp — cpil dans H'(G,Sh). [ |

Grace au lemme 20, le fait que gpf‘ est une fonction harmonique et I'utilisation des estimations

elliptiques on a directement le corollaire suivant.

Corollaire 21 Pouri=1,...,k, gpl p converge vers gpl dans Cloc(G) quand p tends vers 0, pour

chaque k > 0. Plus précisément,

et — et llex) < Cp

pour tout compact K dans G et C une constante positive.

Aprés par (4.10) et le Corollaire 21 on obtient donc ¢, = ¢o quand p — 0 avec

Zd log + Zdz% . (4.13)

Maintenant, en utilisant les idées exposées dans [7]|, comme <pin — @7 et en utilisant (4.9), on

34



obtient

(p]*(x)—i—log =Ci(aj) surly, I=1,...,n

|z — aj]

Apreés, par les conditions aux bords de (4.1) et (4.2) on a

1

|z — aj

goj‘(a:) + log = Z Ci(aj)pi(z) + Go(x,a;) dans G. (4.14)
=1

Par 'existence du conjugué harmonique goj- on sait que la valeur moyenne de sa dérivée normale

sur chaque I';, [ = 1,...,n est nulle, de sorte que
L
05 _ 0 1 B (x —aj)t v B dp;
— =0 et — log = 5 = — — =0.
r, ov r, Ov |z — aj] r, |v—aj r, ov

Ainsi, en remplagant dans (4.14) et en utilisant une fois plus les conditions au bord de (4.1) on

obtient
Oy 0Go
; - : 4.1
Cag) | @)+ | Tgrwa) =0 (4.15)
Par ailleurs, on a 1’égalité suivante
0G
2mdn(ag) =~ | " 0z, a;) (4.16)
I

puisque ¢; est une fonction réguliére, donc si on multiplie (4.2) par ¢;, on intégre sur G et on

utilise la formule de Green, avec les conditions au bord de (4.1) on obtient

2n ¢y (ay) Z/G?7f5aj¢z($) :/G(Go(%aj)AQSz(%)—¢>l($)AGo($a%))

oG oG
= [ @ e == [ Grwa)

Alors, si on pose

N
(] )

et si on utilise (4.15), on obtient Cj(aj) = vi¢i(a;). De cette maniére, avec 'aide de (4.13) et

(4.14) on obtient

k n
Zd log + Zd]goj => d; (Z Cy(aj) () + Go(ac,aj)> . (417)
j=1 =1

On conclut ce chapitre avec ’obtention de la formule de I’énergie renormalisée associé a W]‘\’,. On
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présentera ce résultat a travers du théoréme suivant.

Théoréme 22 Soit ¢po(x) définie dans (4.17) une fonction dans §2,. Alors, quand p — 0,
1 k
/ Vu,|> =7 Z d3log(p) + 7> did;log(p) + Wi (ai,d;) + O(p)

J=1 J=1

avec

Wi (as, d;) Wde log |a; — a]]—l—ﬂdeHaz,aj +7TZdHa],aj)
i#] i#] J=1

ot la fonction H est définie comme
Z’M% ) + Ho(z,a)

et u, est Uapplication harmonique & valeurs dans S' associé a ¢, (¢, es solution de (4.4)).

Preuve. En considérant les arguments de la preuve du Théoréme 11 on sait que

/\V%F=/\V%P
Q Q,

P

Comme ¢, est harmonique dans €2,, ¢, = 0 sur I'g et ¢, = C; sur chaque I';, [ =1,...,n, on a
¢ ¢ 3¢
/ IVUp‘Q _/ ’v(bp‘Q / p¢p Z/ p(bp Z p
Qp 0B, (a;)
— —ZC’ A a 277261 $p(0B,(a;)).
=1 l
. ¢p ¢0
Par (4.10) et le Corollaire 21, ¢, — ¢g et e — £ quand p — 0, alors

2 —_——
/Qp|vup| Zq = Zdelgbg i) + O(p)

/

() (I1)
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ol x; est un point de 9B, (a;). Pour le premier terme on peut voir que

k

I, 8;15/0(%) N I (981/ Z (Z cHle)ats +G0($,aj)>]

M= T

9
B

d; (Z Yidi(aj)gi(x) + Go(z, aj))]
=1 =1

- g, \ Ay lely
. 1dj (;%( Flay<x>> diag) | o (x >+/Flay<x,aj>>

ng\

I 81/

<
Il

I
'ME’?
NE

d; ( (27 di(az) — 2W¢z(ag))> =0
1 \i=1

J
ol on a utilisé la définition de ¢g, 'égalité Ci(a;) = vi¢i(a;), la définition de ~; et I'équation
(4.16). Ainsi le terme (I) = 0. Maintenant, on va traiter le deuxiéme terme
ko[ ok n
(1) = QWZdi Zdj (Z Ci(aj)pi(z;) + Go(xi,aj))

=1 |j=1 =1

k

k n
= 271'2032‘ Zdj (Z ')’l¢l 7 ¢l(wz) +G0(xl7aj)>]

=1 |j=1

=21 ) did, < ndi(aj)di(xi) + Go(wi, aj ) +27r2d (Z’nqﬁl(ag‘)@(?@j)

i#j =1 =1

+G0 x],aj

=21 did (Z
i#£]
+2ﬂ2d2<2%¢l aj)pi(a; +log( > —Ho(aj,aj)> + O(p)
7j=1 =1

1
=21 Y did;H(a;,a;) — 27 Y _ did;logla; — a;| +2m > did;log <p>

i#] i#] i#]

k k
1
+ 27 E d? log <p> — 27 E d?H(aj,aj) +O(p)
i=1 i=1

1
Yéi(aj)pi(a;) — Ho(ai, a;) —logla; — aj| + log <p>>
)

ou on a utilisé la définition de ¢g, I'égalité Cj(a;) = v¢i(a;), la partie réguliere de Gy définie

dans (4.3) et la définition de H. De cette fagon, on obtient

1
2/ |vup|2:_7rzd210g< >—7r2dd 10g< >—|—772didjlog|ai—aj
QP

i#] i#]
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k k
+ Z did;H(a;,a;) +m Z d?H(aj, a;) + O(p)
j=1 j=1

k k
= Z d? log(p) + WZ did;log(p) + Wi (as, di) + O(p).
j=1 j=1

Ce qui conclut la preuve.
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Chapitre 5

Energie renormalisée de Dirichlet dans

un domaine multiplement connexe

Supposons, comme dans le chapitre précédente, que G est multiplement connexe avec I'y la
composante extérieure de 0G et I'j, [ = 1,...,n ses composantes intérieures, et comme dans la

Section 2 du présent mémoire on considérera

1
Wi = inf{2/ \Vul?;u € HY(Q,,S"), deg(u,dB,(a;)) = d;,
QP

trr,u=g, I = 1,...,n} (5.1)

avec 0, = G\ U¥_ B,(a;). Ici aussi nous n’imposons les degrés que sur les bords des boules.

Soient w, un minimiseur pour le probléme (5.1) et ¢, solution du probléme

p

Ag, =0 dans 2,
¢p = Ci(p) sur 0B,(a;), i =1,...,k
(5.2)
/ %:27['617, izl,...7k
9By(ai) OV
%:glx% sur Iy, 1 =0,1,...,n.
or

ov

Théoréme 23 L’infimum est atteint en (5.1) par une solution unique & une phase prés. De plus,

on a

2 _ 2
[k = [ Ve3> [
P P m

=1 m=1
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avec des coefficients oy € [0, 2w] et Yy solution du probleme linéaire

Ay =0 dans (),

=1 surly, 1=0,1,...,n

(5.3)
P =0 sur Ty, 1 #£m
P =0 sur 0By(ai), i =1,...,k
et ¢, est solution du probleme linéaire (5.2).
Preuve. On va trouver une fonction v : {2, — St qui satisfait
o O 9%
8%1 8$2
(5.4)
0
ox 2L~ 9%
8.172 833‘1
D’une fagon générale, on peut considérer le systéme
0
vxa—;l = F; dans Q,
(5.5)
0
v X 8—;2 = Fy dans Q,.

Comme dans la preuve du Théoréme 6, ce probléme a une solution u : 2, — S! si et seulement

si

oFy  0Fy
L Ze 5.6
81‘2 8301 ( )
et
/ F-1e2nZ
r;

pour chaque composante connexe I'; de 0€2,. Par ailleurs, grace au probléme (5.2), on a

o0 _ 00, _

0
vxa_ay glxa—i_l sur I, 1=0,1,...,n.
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Notons qu’on peut prendre une phase approprié telle que v = g sur I'g, et donc v = e g; sur

I'; pour certain «; € [0,27] pour [ = 1,...,n. Soit ¥ solution du probléme

;

Ay =0 dans Q,
=0 sur I'g

Yv=q surly, I=1,...,n

=0 sur 0B,(a;), i =1,...,k.

Prenons u = e~™v telle qu’en utilisant (5.1) et les conditions au bord de (5.2) on peut écrire

ux U _ O W 0% O
8:751 a$1 6:751 N 8%2 8.731
ux QU _ O W 0P OV
81‘2 0172 833‘2 N a$1 81‘2
d’ott
Vul? —2+ ux%2—|w12+yv¢ I +2di zp% —zp%
0 1 83:2 a P v 8952’ 8:61
mais
. 0¢ 3¢> ) / 8¢ / a¢
div A Rt L P —
/Qp <¢ Oza 8."E1 Yar Z 9B (al lz;
grace aux conditions au bord de (5.7) et puisque sur I';, [ =0,1,...,n
o _ _ 091\ , 9% _
ar <glxa>+au 0
Ainsi

/|Vu|2=/ |vw|2+/ Ve, P
Q, Q, Q,

Maintenant, par 'unicité du probléme de Dirichlet (5.7), on a

Y= an
=1
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et on peut calculer

Vo2 — / 2|7y |2 = .
[ 1ver =30 [ eitvur =303 e [

I=1 m=1 D

ou on a utilisé la formule de Green et les conditions au bord de (5.3). Donc

2 _ 2
/QP‘VM —/Qp|v¢p| "‘Zzalam - o

=1 m=1

|
Maintenant, on va présenter le résultat de convergence nécessaire pour montrer le théoréme
de I’énergie renormalisée associé au probléme de Dirichlet multiplement connexe. La preuve du

lemme suivant est similaire au cas de Dirichlet simplement connexe (voir Lemme 8).

Lemme 24 On a que ¢, — ¢g uniformément quand p — 0, avec ¢g solution du probléme

k
Agg = Z 2nd;d,, dans G
i=1 (5.8)

990 _ x% sur';, 1=0,1,...,n

v — 9 or

ot 0 est la fonction delta de Dirac. Plus précisément, on a

16p = dollL(o,) < Cp-

Preuve. En utilisant le Lemme 7 avec v = ¢, — ¢9 dans , et comme ¢, est constante sur

chaque 0B,(a;), pour i = 1,...,k, on obtient grace au principe du maximum

k
su — — inf — < su — inf < Cp.
Qf(% ¢0) i (¢p — ¢0) < ; (aBp(lzi)% aBp(ai)(i)()) <Cp

Par ailleurs, on suppose dans cette partie qu’on a

/ (6 — o) = 0
oG

ainsi, il y a un point dans G tel que ¢, — ¢ = 0. Donc
19p — doll=(a,) < Cp.
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[ |
Le corollaire suivant est obtenu directement en utilisant le Lemme 24 et d’estimations elliptiques,
voir e.g., [9, Théoréme 5.21].

Corollaire 25 On a que ¢, converge vers ¢g dans Cloc(Qp) quand p — 0, pour chaque k > 0.

Finalement, & travers du théoréme ci-dessous, on va présenter I’obtention de I’énergie renormalisée

pour le probléme de Dirichlet multiplement connexe.

Théoréme 26 Soit

k
Ro(2) = do(x) = Y djlog|z — a] (5.9)
j=1

telle que Ry est une fonction harmonique réguliere dans G (Ry est la partie réguliére de la fonction

o) ot ¢ est la solution du probleme (5.8). Alors, quand p tend vers 0, on obtient
1 ) 1
3 |Vupr = Zd log ( ~ ) +Wp(ai, ) +O(p)
=1
avec u, Uapplication harmonique & valeurs dans St associée a ¢, (b, est la solution de (5.2)) et
1 890 1 " agl
Wplai,di) = —m ) d;d;log ai—a'+/ ¢0<90><>— /¢>0<gz><
( ) ; ) ‘ ]| 9 T'o 87_ 9 ; T 67_

+%ZZalo¢m . %—WZCZRO (a;),

=1 m=1

avec des coefficients oy, any, € [0,27] et ¢y solution du probleme linéaire (5.3).

Preuve. En considérant les arguments de la preuve du Théoréme 23 on sait que
1 1 1 - — oy
S| VP =5 Vol +35) 0D -
2 /Qp' w3 /Qp' G PPy W 2

On prend maintenant en considération les conditions au bord de (5.2), ainsi

1 2 _ 1 2, 3@01
2/Qp|vup| :2/Q Vol + Zzalam O

llml

_ 1 % 1 0dpy 1 9y,
2 Z/8B )8V Z/
+ - ZZalam . %

llml
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n

= 2/ Pp (90 X 8970> - Wz;diéf?p(aBp(ai)) —3 lz;/l‘z Pp <gz X ang>
+ = Z Z Oy, %
r

llml m

Par le Lemme 24, ||¢, — ¢ol|p~(q,) < Cp, pour C' > 0, alors

2 990 B 391)
/ |VUP| /Fo <90 X ) Zdz¢0 xz ;/F, oo <gl X or

+ = ZZalam/ %4—0

=1 m=1

ol x; est un point de 9B, (a;). Maintenant, avec ’aide de (5.9) on a

n n o
—Z/ ¢0<glx> ;;Zalam - %w()
k k
) oo o)

el d)

Zalam/ %+O
1
22/F0¢o(go T>_7rzdROaz_7erd10g|az_ il

l 1 m=1
i#]

+w<zk:d>log( )—Z/ ¢o<gz > Zzazam - awl

i=1 llml

+ O(p).

Aprés, en considérant la définition de Wp(a;, d;) on conclut la preuve.
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Chapitre 6

Annexes

6.1 Premiére annexe

Les preuves des lemmes suivants peuvent étre trouvées dans [2], [3] et [4]. Dans cette partie on
va présenter des nouvelles démonstrations avec d’autres techniques et idées (et personnellement,

je pense plus intéressantes et élégantes).

Lemme 27 Soit G un domaine simplement connexe et g une fonction réguliere. On a H;(G, Sty #

0 si et seulement si deg(g,0G) = 0.

Preuve. Premiérement, supposons que deg(g,0G) = 0. Comme G est régulier, G est une
variété differentiable, en plus comme G est borné, ouvert et simplement connexe, G est dif-
foomorphe a S'. Soit ¢ : S' — G un homéomorphisme, alors go ¢ : St — S! est continue.
Maintenant, comme deg(g,0G) = 0, alors deg(g o ¢, dG) = 0 et ainsi ’homomorphisme induit

(go @) :m(St) — w1 (S) est trivial, i.e.

(gop)=0.

Par [16, Lemme 55.3, p. 349], g o ¢ a une extension & une application continue h : B?> — S! (B?
est la boule unité fermée dans R?). De plus, on peut considérer ¢ comme la restriction d’une
homéomorphisme ® : B2 — G, car G est ouvert, simplement connexe et régulier. On a aussi que
G est homéomorphe & B? et est restreint & un homéomorphisme sur le bord de B? (le bord de

B? est S'). Donc T':=ho®~!: G — S! est continue, et comme h est une extension continue de
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gop,

1 -1

—hod |, =hopt =gopopt =g

T‘aG -

Par conséquent g a une extension continue a G. Par [13, Corollaire 6.27, p. 141], g a une extension
réguliere & G, et ainsi H, (G,S") # 0.

Réciproquement, on suppose que Hgl(G,Sl) #£ (), c’est-a-dire ¢ a une extension a G qu’on I'ap-
pellera T. Alors go ¢ : S — S a une extension T o ® : B2 — S!, et par [16, Lemme 55.3, p.
349], (g o ¢)x = 0. Comme ¢, est un isomorphisme, et (g 0 ©)x = g« © s, on a que g, = 0 en
homotopie, d’ot, par le théoréme d’'Hurewicz (voir e.g., [10]), on obtient que g, = 0 en homologie

et donc deg(g,0G) = 0. [ ]

Lemme 28 Soit G un domaine multiplement connezxe avec 'y la composante extérieure de OG

et 'y, 1 =1,...,n, les composantes intérieures de 0G. On a H;(G,Sl) # () si et seulement si

deg(u,Tp) = Zdeg (u,T7).

Preuve. Supposons tout d’abord que u € H;(G, S'). Comme u prend des valeurs dans S, on

a

ou ou
meaim—o P.p. danSG

alors, au sens des distributions dans G

) ou ou
div <u>< %,—ux 8x1> = 0.

Maintenant, on intégre sur G et en utilisant le théoréme de la divergence, on obtient

/ xz/rux

Finalement, on utilise la formule du degré de sorte que

deg(u, o) Zdeg (u,I').

n
Réciproquement, supposons que deg(u, I'g) = Z deg(u, I';). Comme G est multiplement connexe,

1=1
pour [ = 1,...,n, on va considérer des sous-domaines simplement connexes w; dont le bord de
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chacun est I'; et dans chaque sous-domaine on considére un point ;. Maintenant, sur chaque
bord I'; on a une fonction u de degré d; = deg(u, ;). On veut que, pour chaque l =1,...,n, ce

degré d; devienne 0. Pour cela, on considére la fonction, pour [ =1,...,n,

N

[ (r—a)

v = | —
|z — a

de sorte que deg(v;, ') = —d;. Ainsi, deg(uv;, T';) = 0 (car deg(uwvy, T';) = deg(u, I'y)+deg(v;, ITy)).
De plus

Z deg(uvl, Fl) =0.
=1

Aprés comme wj est simplement connexe, par le lemme précédent, la fonction uv; a une extension
T; & wy pour chaque Il =1,...,n.

Pour le bord extérieur, on prend v’ = u|r, et on considére la fonction

telle que deg(u'v',T) = 0 par hypothése. En utilisant une fois plus le lemme précédent, la
fonction w/v’ a une extension Tp a €, avec Q = G U |J;_; wi. Apres, pour recoller toutes les

extensions on utilise une partition de l'unité {pg, 1, ..., p,} des fonctions positives telles que

et on considére

n
- (z Tt %To) i

=1
de maniére que, si x € G, alors x € I'; pour un 1 = 0,1,...,n. D’ou si z € Ty, alors ¢;(z) =0
pour [ =1,...,n et ainsi go(z) = 1, donc
T(x) = po(a)To(w) = () (z).

Siz eIy, pourlp =1,...,n, alors y;(x) = 0 pour tout I # ly et @o(zr) = 0, ainsi

T(x) = ¢io(2)Thy () = w(z)vyy ().
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Pour conclure, on a I'extension de u donnée par I’expression

4

T —Tv’—Tﬁ & —a)

u - .
o\ el

6.2 Deuxiéme annexe

Lemme 29 Soit G un domaine borné et réguliére de R?, et soient By(a;), i =1...,k des boules
ouvertes disjointes avec rayon p positif, tels que €, = G\Ule B,(a;i) est connezxe. Soit v solution
du probléme

Av=0 dans €,

v=20 sur 0G

/ @:0 pouri=1,... k.
0B,(a;) OV

Alors
k
supv — infv < sup v— inf w|. (6.1)
Q, Qp =1 <8Bp(ai) 0By (a;)
k
Preuve. En utilisant la méme technique que celle utilisée pour le Lemme 7 on a que U I; est
=1
connexe. Maintenant prouvons 'inégalité (6.1). On peut distinguer deux cas :
k
e Cas 1: Siinfg,v <0 et supg, v > 0. Dans ce cas, par la connexité de U 1;, la condition
=1

v =0 sur 9G et le principe du maximum, on a l'inégalité directement.

e Cas 2 : Siinfg, v = 0 ou supg, v = 0. On peut traiter seulement le cas info, v =0 (le cas

supg, v = 0 est tres similaire). Supposons v # 0 dans €, (sinon nous aurions le résultat

0
directement). Par le principe du maximum de Hopf, a—v < 0 sur 0G ce qui contredit
v
ov
— =0.
oG 81/

Donc on peut conclure la démonstration.
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Lemme 30 Soit G un domaine borné et régulicre de R?, et soient By(a;), i =1...,k des boules
ouvertes disjointes avec rayon p positif, tels que Q, = G\ Ule By(ai) est conneze. Soit v une

fonction qui satisfait le probléeme

Av=0 dans Q,

/ Ov =0 pouri=1,...,k.
05, (a:) OV

Alors

k
supv - 1nfv < g sup v— inf v | +supv—info. (6.2)
Qp <8Bp(az) 9Bp(ai) oG oG

En particulier si v =0 sur G alors

k
V|| oo sup v— inf wv].
[Vl Lo (@,) Z( ot >

—1 \9Bs(ai)
Preuve. Considérons les intervalles I; = [y, ;] avec a; = inf v et §; = sup v, pour
9Bp(ai) 0B, (a;)
i=1,...,k, et Iy = [ag, Bo] avec ag = 1nfv et Bp = supwv. On va utiliser un technique trés
oG
k

similaire & la preuve du Lemme 7 pour montrer que U I; est connexe.
i=0
On suppose, par contradiction, que ce n’est pas vrai. Alors, il existe tg € R, § >0et 0 <n < k

tels que (aprés avoir réétiqueté les intervalles)
Bi<top—6 sii=0,1,....,n et o >tg+6 sii=n—+1,....k

pour un certain § > 0. Sans perte de généralité, on suppose que ty # 0, i.e. on prend ty > 0.
Ainsi, on peut supposer que tg — ¢ > 0. Considérons une fonction § € C*°(R, [0, 1]) telle que
0 sit < t() )
0(t) =

1 SitZto—F(g

et 0'(t) > 0 pour tout ¢ €]ty — 0, to + d[. Multiplions Av = 0 par 6(v) et aprés intégrons sur €,

o:—/ /9’ ) Vof? - )+ / )
Q Vel oc 0 283,}(12

P
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mais v = 0 sur JG, 0(v) est constante (0 ou 1) sur chaque 0B,(a;) et

/ ()23—0 pourt=1,..., k.

Ainsi, on a

| @i -

P

k
Aprés, en utilisant la méme procédure que dans le Lemme 7 on obtient que U I; est connexe.

=0
k

Maintenant on va montrer l'inégalité (6.2). Comme U I; est connexe, leur maximum et minimum

i=0
sont atteints, ainsi par le principe du maximum

max -—mlna<§ + —
ogigkﬂz 0<i<k Bo 0-

En ajoutant une constante & v on peut toujours supposer que Orgigk a; = 0. On prend A =
<i<

rgaxk Bi. En multipliant 'équation Av = 0 par (v — A)" et en intégrant sur 2, on obtient
0<:<

| we-app- [ P +§j/ Ay =0

p 0B, (a;)

mais (v — A)" = 0 sur chaque dB,(a;), pour ¢ = 1,...,k, et sur G, donc (v — A)T = 0 dans
Q,, c’est a dire, v < A dans 2,. De la méme maniére on obtient que v < A dans 2,. De plus

v~ = 0 sur chaque 0B,(a;), pour i =1,...,k, et sur G, donc v > 0 dans §,. Ainsi on a

info=20
P

et

supv < A = max )+ Bo — «
Qf 1<z<kIBZ Z bo —ao

:Z sup v— inf v | +supv—info.
=1 \9B,(a;) 0Bp(ai) oG oG

Ce qui conclut la preuve.
|

On doit noter qu’on n’a pas supposé dans le lemme précédent (en comparaison avec le Lemme 29)
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la condition v = 0 sur dG mais, en revanche, la conclusion est plus faible et implique également

l'oscillation de v sur 9G.

Lemme 31 Soient G un domaine borné et réguliére de R? et (ip solution du probleme linéaire

(3.2). Alors qu converge vers qgo quand p tend vers 0, avec qi;g solution du probléme

k
Aqgg =27 Z didq, dans G

i=1

¢o=0 sur 0G,

et § est la fonction delta de Dirac. Plus précisément, il existe C > 0 telle que

Hﬁgp - CZ;0||L00(QP) < Cp.

Preuve. On applique le lemme 29 & la fonction v = ép — ¢Eo. Comme qu est constante sur

chaque 0B,(a;), on obtient grace au principe du maximum

Qp 0B, (a;) 0By (as)

sup((ip — éo) mf gbo ) < Z ( sup qbo — inf q30> < Cp.
D’autre part , on a gzgp — QZA)O = 0 sur dG. Donc nous obtenons

Hqu - éO”LOO(QP) < Cp.
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