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Resumen

Los modelos de dinamica de poblacién que no sélo considerbarecimiento poblacio-
nal de una especie a lo largo del tiempo, sino que también ddesan su dispersion en
el espacio, pueden ser modelados mateméticamente mediagteaciones de reaccion-
difusion. Desde el punto de vista practico, es de interés salile qué manera es posible
predecir y controlar dichos procesos. Por ejemplo: limitda expansion de plagas, plani-
car el método de pesca en una piscina, la recoleccion de puotbs de una plantacion,
limitar el crecimiento de una poblacion de bacterias, etc.rEeste proyecto de titula-
cion estudiaremos el problema dado por un sencillo modeloripeular de crecimiento
poblacional, descrito por la ecuacion de Fisher.

Para su aplicacion practica, estos problemas requieren sesueltos numeéricamente
en un computador. En el caso de la resoluciéon de ecuacioneseheccion-difusion en
dos dimensiones, luego de un proceso de discretizacion dedeto, nos encontramos
rapidamente con la di cultad de resolver problemas a gran eala; los cuales dificilmen-
te pueden ser trabajados con alta precision en computadofsrsonales debido al gran
costo computacional que requiere su resolucién numéricarkesta razén, y como tema
central de este proyecto, nos proponemos aplicar a la ecd@acde Fisher la técnica de
reduccion de modelo conocida como POD por sus siglas en iaglBroper Orthogonal
Decomposition . Diversos ensayos numéricos son presenisa o largo de este trabajo
para ilustrar distintos aspectos del modelo estudiado y laécnicas numéricas aplicadas
para resolverlo.

PALABRAS Y CONCEPTOS CLAVE: Proper Orthogonal Decompositi on (POD), Modelos de
Reaccién-Difusién, Métodos de Semidiscretizacion para E@ciones Diferenciales Parciales Parabdlicas,
Método de los Elementos Finitos, Dindmicas de Poblacion.
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Abstract

Population dynamics models which not only consider populaion growth of a species over time, but
also consider their dispersion in space, can be modeled maatically using reaction-di usion equa-
tions. From a practical point of view, it is interesting to kn ow how these processes can be predicted
and controlled. For example: limiting the spread of pests, paning shing method in a pool, collec-
ting a plantation products, limiting the growth of a bacteri a population, etc. In this project, we study
a problem given by a particular simple model of population gowth described by the Fisher's equation.

For practical application, these problems need to be solvedchumerically on a computer. For sol-
ving reaction-di usion equations in two dimensions, after a process of discretization of the model, we
quickly nd ourselves with the di culty of solving large-sc ale problems, which can hardly be solved
with high precision in a personal computer due to the large amunt of computational e ort required
for its numerical resolution. For this reason, we propose tie application of a model reduction technique
known as POD (Proper Orthogonal Decomposition) to Fisher'sequation, which is the focus of this
project. Several numerical examples are presented throughut this document to illustrate di erent
aspects of the model and the numerical techniques applied tsolve it.

KEY WORDS AND CONCEPTS: Proper Orthogonal Decomposition (P OD), Reaction-Di usion
Models, Semi Discretization Methods for Parabolic Partial Di erential Equations, Finite Element
Method, Population Dynamics
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Introduccion

Una vez que aceptemos el hecho de que un
perfecto entendimiento de un sistema muy
complejo esta fuera del alcance, y que la nocion de
la explicacién Ultima no es mas que un suefo,
somos libres de hacer un progreso cienti co.

Shonkwiler, R. y Herold, J. , [14].

El alto nivel de complejidad en los procesos biolégicos ha tigado a que el estudio de los mismos sea
extendido a otras disciplinas. La Biologia busca comprenddos fenédmenos biolégicos a profundidad,
y desde un punto de vista practico, busca predecir comportamntos. Con este n, las Matematicas
han aportado a la Biologia con herramientas para describir tintos fendmenos.

En [14] se introduce una relacion sinérgica que se produce ando la Biologia hace conocer la
existencia de problemas que pueden ser comprendidos a travéle la modelizacion Matematica. Pos-
teriormente, la Biologia se nutre de estos modelos matemdtds y veri ca su validez en la practica.

De una manera muy resumida, la idea es la siguiente: se obsarun fendmeno biolégico y se inten-
ta modelarlo matematicamente. %A qué nos referimos con e8t®&e busca explicar mateméticamente
el fenédmeno; por ejemplo mediante funciones que describah groceso y sistemas de ecuaciones que
hagan de restricciones, eligiendo aquellas que son detemantes (y deben necesariamente ser tomados
en cuenta en el modelo) y aquellas que no lo son. A este conjunte ecuaciones se le llamanode-
lo. El objetivo de un modelo no es sélo el comprender mejor el fémeno desde un punto de vista
simpli cado, sino también el dar el salto a la prediccion: ciando un modelo esta formulado, de ser
posible resolverlo, se puede predecir los resultados dehfameno. La Biologia se bene cia de la solucion
obtenida matematicamente, puesto que puede aplicarla a unrpblema real, incluso siendo capaces de
modi car las condiciones del fenbmeno para conseguir un ratado esperado.

En vista de que el modelo no es mas que una aproximacion al feméno, no siempre se obtienen
resultados su cientemente favorables en la practica. En escaso, se reconsidera el problema matema-
tico mejorando el modelo: se introducen nuevas restriccia@s, se eliminan otras, se consideran también
nuevos parametros, se ajustan los métodos numéricos; en rse busca el mejor acercamiento posible
al problema para encontrar una solucion cercana a la soluareal, comprendiendo que no estamos
todavia en la capacidad de modelar completamente un procesxeptando las limitaciones de los mo-
delos y sus métodos de resolucién.



En este proyecto de titulacion, trataremos matematicamene un problema particular de creci-
miento y dispersion poblacional: el Modelo de Fisher, conderando una Unica poblacién en una region
de dos dimensiones. Lo que nos interesa es conocer la densidie individuos de la poblacion en un
tiempo determinado y en un punto especi co de la regién conderada. Esta informacion viene a ser
llamada el estadode la poblacién en un punto y tiempo determinados.

La ecuacion que describe el crecimiento de la poblacion a wés del paso del tiempo y su extension
en el espacio considerado, hacen de éste un problema de ReéneDifusién, ya que esta conformado
por una ecuacién parabdlica semilineal, cuyo término no lieal viene dado por una funcién de creci-
miento logistico; cf. [11, 2]. Esta contempla ademas dos pametros inherentes al fenémeno: la tasa de
crecimiento de la especie y la capacidad maxima de individwque puede ser sostenida por el entorno.

Adicionalmente, se considera un término que de alguna manarcontrola el crecimiento poblacional
y que puede interpretarse como la tasa de mortalidad propia € la especie o como la tasa de extraccion
0 aniquilacion de individuos.

Una vez formulado el modelo, se puede proceder a la resolunidel mismo. La teoria desarrollada
en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales peerionocer de la existencia y unicidad de la
solucién del problema, ademas de conocer ciertas propiedeside la misma que son importantes para
la aplicacion de los resultados.

Por otro lado, la resolucién numérica de este tipo de problems puede llegar a ser muy costosa
computacionalmente. En particular, la resolucién de probémas de Reaccién-Difusién por el método
de Elementos Finitos y métodos de integracién numérica, gama problemas que involucran matrices
de dimensiones muy grandes. Por esta razén, es necesarioieat un método alternativo de resoluciéon
que permita obtener buenos resultados con un costo computamal mucho menor.

Uno de los métodos desarrollados que reduce signi cativanmée las dimensiones de este tipo de
problemas, conservando la informacién mas importante del i8mo, es el método POD (Proper Ortho-
gonal Decomposition). Este método se basa en la informacidfe una solucién aproximada del modelo,
y considera la representacion de dicho modelo mediante fuimmes ricas en informacion inherente al
problema, de manera que necesita un ndmero signi cativamel® menor de variables y por tanto, los
problemas matriciales que deben resolverse tienen una dim&on signi cativamente menor.

En este proyecto de titulacion, aplicaremos el método POD pea reducir el problema de valor
inicial dado por la ecuacion de Fisher, y constataremos la ettividad de esta técnica en la reduccion
de modelos de dispersion poblacional.



Capitulo 1

Modelo de Fisher para la
Dinamica Poblacional Espacial

1.1 Modelos de Dinamicas de Poblaciéon con Ecuacio-
nes de Reaccion-Difusion

En esta seccion, vamos a estudiar los fendmenos de dinamicadifusion poblacional de una manera
detallada para comprender y justi car la presencia de cada no de los elementos de la ecuacion de
Reaccién-Difusion.

Comenzamos discutiendo sobre la conocidBcuacion Logistica que modela el crecimiento pobla-
cional dominado por dos parametros: la tasa de crecimientoatural de la especie y la capacidad de
carga del entorno. Luego, justi caremos la inclusién del témino de difusion, a partir del concepto del
Paseo Aleatorio.

1.1.1 Dinamica de la especie: una breve discusion sobre laec ua-
cion logistica

Consideremos una poblacién de cierta especie no diferendi cuya densidad poblacional(es decir,

la cantidad de individuos vivos de la poblacién) en un ciertoinstante de tiempot esta dada por una
funcion y(t). Observar el comportamientodinamico de la especie signi ca observar el comportamiento
de esta funcion que depende del tiempo.

Supongamos quer es la tasa de natalidad de la poblacién, y que es la cantidad maxima de
habitantes naturalmente sostenibles por el habitat ocapacidad de cargaEn el modelo estudiado en
este proyecto de titulacién no se toma en cuenta al término avespondiente a la mortalidad natural
de la especie, pues vamos a considerar un término general gpeede referirse tanto a la mortalidad
natural como a un agente externo de control, que puede ser a stz la aniquilacion o recoleccion de
los individuos durante la evolucion del fenémeno.

1Sin tomar en cuenta ningun tipo de categorizacion intraespei ca como la edad de los individuos,
o0 el sexo, o interacciones intraespeci cas.



Si queremos conocer la razén de cambio de la cantidad de indiluos con respecto al tiempo,
podemos modelar el comportamiento dinamico de la poblaciétomando en cuenta cdmo se incrementa
la cantidad de individuos de la especie y cémo disminuye poallimitacién de la capacidad de carga

del entorno, mediante la ecuacion:

dy _ ron.
i ry(t) —y(t):

El término r= representa una tasa de mortandad referente a la sobrepobl&n. Asi, el modelo
gue considera un crecimiento poblacional autoregulatorialependiendo Unicamente de una variable
temporal, queda dado por la llamadaecuacion logistica(cf. [11]) que tiene la siguiente forma:

dy y(®)

G- Ym o1 == (1.1)

1.1.2 Difusion de la especie

Ahora, analicemos el esparcimiento alifusién de la poblacion en un territorio, es decir, el fenémeno
de movimiento de la poblacién que viene dado por muchos pegiies movimientos de cada uno de los
individuos de la poblacién en direcciones al azar. Eéstadode la poblacion representa la cantidad de
individuos en un punto x del espacio y en un instantet; es decir, es una funciéry = y(x;t).

Para justi car el término de difusion vamos a seguir el modeb que se encuentra en [5], en el que
el movimiento de los individuos se considera dado por el preso estocastico del Paseo Aleatorio (0
Random Walk, en inglés). Para simpli car el planteamiento del problema, en [5] se considera el paseo
aleatorio de un solo individuo y en una sola dimension.

Supongamos que nuestro individuo se encuentra en la posid& en el instantet, y que se mueve
sobre la linea recta dando pasos de longitudk o bien hacia la derecha con probabilidad=, o bien
hacia la izquierda con la misma probabilidad, en cada interalo de tiempo t > 0 transcurrido; de
manera que en el instantet  t, el individuo pudo haber dado un paso a la izquierda o a la deaha,
y luego se movio hacia la derecha o hacia la izquierda antes dlegar a la posicionx. Si p(x;t) es la
probabilidad de que el individuo se encuentre en la posiciér en el instantet, entonces

p(x;t) = %p(x+ Xt t)+ %p(x Xt t):

Restamosp(x;t  t) de ambos lados de la ecuacién anterior, y dividimos paréd :

p(x;t) p(x;t )
t

=%[p(x+ Xt t) 2p(xt )+ p(x xt ) 1.2)

Ahora, ponemos:

(x)?

t

para cierto coe ciente > 0, al cual lo llamaremoscoe ciente de difusion. Esta razén representa el
crecimiento difusivo (di usive scaling) y tiene sentido en el modelo que vamos a estudiar puesto que
en él se considera unaelocidad de difusién constante, cf. [4, 5].
Esta interpretacion del coe ciente de difusion es valido para cualquier nimero nito de dimensiones,
en particular para dos dimensiones, que es lo que requiere estro problema, cf. [2, 5]. Con estas

2;



consideraciones, (1.2) queda de la forma:

PG t) F;(X;t t) = (X)Z[p(x+ X; t t) 2p(x;t  t)+ p(x x;t t)]: (1.3)
Tomando el limite cuando x; t ! 0 en (1.3), resulta que el lado izquierdo de la ecuacién es un

cociente de diferencias con respecto § mientras que el lado derecho es una diferencia de segundo
orden con respeto ax. En efecto,

@p_ | Pt pqt t).

@t_ tx ! 0 t '
y
[;Lm! 0W[p(x+ Xt t) 2p(x;t t)+ p(x  oxt t)]
- m PXE X)) 2p(xt)+ p(x  xt)
T o xlo (X)2
- m L PXE xt) p(xit)  p(xit) px  xt)
x! 0 X X X
_ 1 @ _ @ ..
= Mex @t Xt gpt)
_ Gp.
= ax
Con lo que, tomando el limite cuando x; t ! 0 en la ecuacién(1.3), tenemos
@p_ @p.

Esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion de calor, de la cuge obtiene la nocién de difusion. De
manera que, si sélo consideramos el movimiento de los indduos, sin tomar en cuenta las dindmicas
poblacionales referentes a la reproduccién o la mortalidagpodemos relacionar el estado de la poblacion
(referente al movimiento) con la probabilidad de que los indviduos se encuentren en cierta posiciéx

y en cierto instante t. Asi, obtenemos la siguiente expresion:

@y_ @y.

@t @R
dondey = y(x;t), > 0.

Analogamente, considerando un espacio de dos dimensionds,parte derecha de la ecuacion an-
terior corresponde al Laplaciano de la funciéry. Entonces, el fenomeno difusivo de la especie queda
representado como sigue:

@y_

o v (1.5)

cony = y(x;t),x 2 R?y > 0.

1.2 Descripcion del Modelo de Fisher

Para modelar el fenémeno que describe como una poblacién ceede acuerdo a la ecuacion logistica
conforme pasa el tiempo y, a su vez, se dispersa sobre un espaalano, combinamos las expresiones



obtenidas en las ecuaciones (1.1) y (1.5). Asi, tenemos unaimera forma de describir nuestro modelo:

@@¥(x;t) y(x;t) = ry(x;t) 1 yit) : (1.6)

conx 2 R? y los parametrosr; ;  mayores queo0.
Al término correspondiente al crecimiento poblacional sed conoce como el término daeaccion,
por lo que la ecuacién (1.6) es conocida como kecuacion de reaccion-difusion

El modelo de Fisher considera el crecimiento poblacional di por una ecuaciéon de reaccion-
difusion, pero también considera un control adicional del cecimiento de la poblacién que puede ser
la tasa de mortalidad natural de los individuos, la accidn derecoleccién de los individuos al alcanzar
cierta madurez o la tasa de muerte provocada de individuos.

Este modelo toma en cuenta un punto de partida; es decir, unaantidad inicial de individuos
de la poblacién en un tiempo inicial. Ademas, limita el probbma considerando un espacio acotado y
aislado sobre el cual se dispersa la poblacién y un tiempo Haque representa el instante de tiempo
en el que queremos conocer la densidad poblacional de la esigesobre los distintos puntos del espacio.

Consideramos un habitat aislado R? acotado y con frontera@ , un intervalo de tiempo [0; T]y
una densidad inicialyp de la poblacion. A la ecuacion (1.6) se le adiciona un términgorrespondiente
a un control adicional del crecimiento de la poblacién, repesentado por la funcionu(x;t). Asi, el
crecimiento poblacional queda dado por:

@@y(x;t) Yot + ucyoat) = yeat) 1 25D para ) 2 Qr;

donde Qr = 0;T).

Por otro lado, la condicién por la cual la poblaciéon se encudra aislada en el habitat se
representa en el modelo mediante las condiciones en la frara @ , considerando que el ujo de
la poblacién sobre la misma es nula. Esta condicion esta dadgor las condiciones de frontera tipo
Neumann homogéneas:

@y=0; (xt)2 1; t 0

donde r=@ (0;T), vy @y= %’ es la derivada con respecto a la normal exterior en la frontex.
Las condiciones de Neumann homogéneas garantizan que el aifle la poblacién es nulo en la frontera;
es decir, que ningun individuo entra o sale del espacio geagco determinado que esta representado
por

Finalmente, el modelo de Fisher queda dado por el siguienterpblema de valor inicial:

8

5 %)t/ y+uxt)y=ry 1 y ; para(x;t) 2 Qr;

2 @y =0; para (X;t) 2 T; 1.7)
' y(x; 0) = yo(x); para x 2

Donde:

R? es el espacio acotado sobre el cual la poblacion creoe2  es la variable espacial.



@ es la frontera de

[0; T] es el intervalo de tiempo consideradoT > 0O;t 2 [0; T] es la variable temporal.

Qr = (0; T) es el dominio del modelo, 1 = @ (0;T) es la frontera del mismo.
y = y(x;t); %i/es la derivada dey con respecto al tiempo.

Yo es el estado inicial del sistema.

r es la tasa natural de crecimiento de la especie, es la capacidad maxima de sostenibilidad
de individuos en el espacio considerado, y ambas son considéas constantes positivas.

es la velocidad de dispersion de la especie sobre el territor

Més adelante, de niremos los espacios funcionales a los daa deben pertenecer las funciones in-
volucradas y ciertas condiciones sobre las funciones y lacintera.

El problema planteado consiste en una ecuacion parabdlicaonlineal y lo que nos interesa es
resolverlo numéricamente. Para investigar sobre el mismaose necesita tomar en cuenta sus carac-
teristicas particulares: para comenzar, nos ubicamos derd del area de las ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas, por la forma de la ecuacion de reaéei-difusién. Luego, es necesario considerar
sus condiciones de frontera de Neumann. Ademas, hay que salyar que este problema tiene una semi-
linealidad en el término correspondiente a la funcion logitica, lo cual representa algunas di cultades
en el desarrollo del trabajo y requiere tratar el problema ca herramientas especi cas de la teoria de
las ecuaciones diferenciales.



Capitulo 2

Problema de Valor Inicial con
Ecuaciones Diferenciales Parciales
Parabodlicas Semilineales

En este capitulo, discutiremos sobre la existencia, unicid y ciertas propiedades cualitativas del
problema dado por la solucion de la ecuacion de Fisher, sugta ciertas condiciones iniciales. El
modelo de Fisher consiste en el siguiente problema de valaricial:

8

—vy(X;t X;t)+ u(x;t)y(x;t) = ry(x;t) 1 ; enQr;

330 yen ueoyn = (e 1 XU

E @y(x;t)=0; sobre 7 2.1)
y(%; 0) = Yo; en ;

donde los parametros, el estado inicial del sistema y condiamnes de frontera estan de nidos como en
el capitulo anterior. Para realizar el analisis del modelo d Fisher, consideramos la hipotesis que se
presenta a continuacion.

Hipotesis 1. Hacemos las siguientes suposiciones:
i) R? es un abierto cuya frontera@ es Lipschitz.

i) La condicion inicial yo es elemento del.* () vy verica

Yo(x) O ctp:x2 ; Yy yo6 O

i) La funcion u es elemento deC(Qr) y verica

u(x;t) 0; 8(x;t) 2 [0;T]:

iv) , yr son constantes positivas.



2.1 Propiedades A-Priori de la Solucion

Las siguientes propiedades de la solucién son esencialesadrestudio de existencia de soluciones del
modelo. Estas son conocidas comestimaciones a-priori de la solucion, pues vamos a suponer la exis-
tencia de soluciones del problema (2.1) y probar la positidad y acotacion de las mismas, sin haber
demostrado aun que tal solucién efectivamente existe. Estprocedimiento es usual para demostrar la
existencia de soluciones de problemas de EDP con valores didles utilizando el teorema del punto
jo de Banach?®; por ejemplo, se puede observar la demostracién de existéacde una Gnica solucién
de problemas de valor inicial que presenta Smoeller en [15)ag. 72-75.

Las demostraciones se realizaran con los métodos de compei@n propuestos en [5], los cuales
son consecuencia del principio del maximo. Comencemos eraiando el siguiente resultado, conocido
como principio de comparacion.

Teorema 1. Sea RN un conjunto abierto, acotado y con frontera de claseCt. Seal un operador
eliptico de nido como sigue

X @ X @
L= g (X;t)——+ b(x;t)— + c(x;1);
i =1 J @ @x

el cual veri ca la condicién de elipticidad; es decir, para o > 0 se tiene

X
aj (x;t) i o j2 8 2RN:
i =1
Supongamos que; (x;t), b (x;t) son uniformemente acotados sobre  (0;T], c(x;t) O, f(x;t;y)y
@ixty)=@®2 C( [0;T] R).Siy;y2CH (" (0;T)\ C(  (0;T]) con:
Y0 Ly fxuyc)en O]
Syt ey Tty en O] (2.2)

y(x;0)  y(x; 0) sobre ,y se satisface una de las siguientes condiciones:

yix;t)  y(xt);
Y+ (x@yxt) Xyt + (X)@y(xt); (2:3)

sobre (0; T]. Entonces, o bien se tiene qug y, o bieny >y sobre (0; T].

Para comenzar, vamos a demostrar que las soluciones a esteoplema son no negativas, lo cual
es coherente con el modelo de dispersion poblacional, pues tendria sentido obtener un nimero
de individuos negativo. Luego, demostraremos que las soliames estan acotadas; lo cual también es
coherente, pues no es de esperarse que la poblacion crezadeinidamente, debido a las limitaciones
del medio ambiente.

Lema 1 (Estimaciones a-priori). Supongamos que existe una soluciéy 2 C%1(Qt) del problema

1Ver Teorema 7, Anexo B.
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(2.1). Entonces existe una constanteVl = kyok; €7 tal que
0 y(xt) M:

Demostracion. Vamos a dividir esta demostracién en dos, comenzando por laggitividad de la solucién
y siguiendo con la acotacion.

1. Consideremos el operador elipticd. como en la De nicion 9 en el Anexo A; en referencia a
nuestro problema, los coe cientes dd_ estan dados por:

( o
sii=
aj (x) = P =0 w0
0 sino
parai;j =1;:::;n. También de nimos la funcién f : (0;T) R! R como sigué

f(t, )=r L u(x;t) ;

dondeu = u(x;t) es una funcion ja que verica el literal iii) de la Hipotesis 1. También por
la Hipotesis 1, tenemos qud (x;t;y) y @i{x;t;y)=@¥2 C( [0;T] R).

Es facil veri car que O es solucion del problema. Ponemog = 0, y suponemos que existe una
soluciony de (2.1) que es distinta de0.

Tomandoy = vy, se verica (2.1):

@@Y(x;t) Ly(x;t)  f(xt y(x:t));

@@)¥(x;t) Ly(x;t)  fxty(xt));

puesy y y son soluciones. Ademas, se veri ca la condicion (2.3):

0= @y(xt) @@x(x;t) =0;

puesto que ambas son soluciones del sistema y veri can lasrdiciones de frontera.

Con todas estas condiciones satisfechas, y tomando en cuargue habiamos supuesto qug 6 0,
aplicamos el Teorema 1 y concluimos que necesariamente> 0. Es decir, de existir una solucion
al problema (2.1) distinta de la trivial, ésta seria positiva.

2. Ahora de nimos y como:
y(t) = kyoks €"; para(xt) 2[0;T] ;

Una vez mas, veri camos la condicion (2.1): por un lado,

Dy Ly = o kyoki € gxi0)
rkyok; €t 0

rkyoky, € :

2Para nuestro caso, por simplicidad hemos considerado el tino lineal uy incluido en el término
no lineal f . Esto no es estrictamente necesario, ver Corolario 1.18 pa@9, en [5].
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Por otro lado,
f (Xt y(x;t)) = ry(x;t) LVz(x;t) u(x;t)y(x; t):
= rkyok; €' kaokf e u(x;t)kyoks et:
Con lo que, gracias a no negatividad deu(x;t), vy r, tenemos quey(x;t) veri ca:
DY) LyEiD) = rhyoks €
rkyoks €" kaokf e u(x;t)kyoky €

= (Xt y(x;1)): (2.4)

Nuevamente, supongamos qug = y es una solucion distinta de cero del problema (2.1). En-
toncesy 0y verica:

@@g(x;t) Ly(x;t)  fty(xt)):
Ademas,

y(x; 0) = kyoki
y(x;0) = y(x; 0): (2.5)

Con respecto a las condiciones de frontera, tenemos:
@y = @y =0; (2.6)

puesy =y es solucién y@y = 0 pues es constante con respectoa

Entonces podemos aplicar el Teorema 1 a (2.4), (2.5) y(2.6) deducir que
kyoki €' =y y=y:
Finalmente, usando el resultado del primer literal y tomand M = kygk; €7 concluimos que:
0O y M:

O

Observacion.- Estas estimaciones justi can la incorporacién de la Hipotais 2, establecida méas
adelante, que nos servira para demostrar que en efecto exéstina solucién de la Ecuacién de Fisher.

Los métodos de comparacion de distintas soluciones al prafsha de reaccion-difusion permiten
realizar estimaciones importantes de la solucién. El sigeinte lema (presentado en [4]) es una version
del principio del maximo para ecuaciones elipticas y nos serd para realizar una nueva acotacion de
la soluciony en los puntos de equilibrio.

De nicion 1 (Punto de equilibrio). Seay = y(x;t) una solucion del problema(2.1). Se llama punto
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de equilibro al valor de y cuando se veri ca

@y, 0:
@t
A continuacién, vamos a exponer algunas ideas que estan dés del Lema 1.16 en [4], para
determinar propiedades de los puntos de equilibrio. Suporamos quey es un punto de equilibro de
(2.1); es decir 9@y, Entonces, y veri ca el siguiente problema eliptico:

1@_
8 y
5 y+u(xt)y ry 1 = =0; enQr;
3 @y =0; sobre T; (2.7)
' y(x; 0) = yo; en

Siy es al menos dos veces diferenciable sobre entonces debe alcanzar su maximo en algin punto
de . Llamemosx al punto donde se alcanza cierto valor maximav .

Supongamos quex 2 . Entonces parax = X , se tiene

@y @y -
— =0 — 0 i=1;2 2.8
Ahora, supongamos queM > . Recordando la positividad de las constantes, , y de la funcién
u(x;t), y utilizando (2.7) y (2.8) tenemos
M
0 M =1rM 1 — u(x;t)M < 0;

lo que es una contradiccion. Con lo que se concluye que\ses un punto de equilibrio de (2.1), entonces
y(x;t)

Por otro lado, supongamos quex 2 @ . Entonces, si ademasy 2 C() , podemos aplicar el
Principio del Maximo (Teorema 11, Anexo B) y concluir quey(x;t) M . De nuevo, supongamos
queM > . Dado quey es constante, se satisface (2.8) y se llega de nuevo a una aawliccién, por
lo que se concluye que necesariamente

y(x;t)

Observacion.- El hecho de que la densidad poblacional no cambie con respecal tiempo se

representa por el equilibrio del sistema. Entonces, la imptiancia de este resultado radica en la cohe-
rencia con el fendmeno bioldgico, puesto que se demuestraegal alcanzar el equilibrio del sistema, la
densidad poblacionaly(x;t) no puede superar el valor , correspondiente a la capacidad maxima que
el entorno puede soportar.

2.2 Existencia y Unicidad de la Solucion

La existencia de soluciones de (2.1) puede ser abordada ugéndo varias técnicas, por ejemplo las
técnicas de monotonia (cf. [16]) o las de semigrupos (cf. [DOEn particular, las técnicas de monotonia
nos llevan a formular hipétesis poco realistas sobre los cagentes en el contexto del Modelo de Fisher,
por lo que no son adecuadas para tratar nuestro modelo, aungumatematicamente sean aplicables.
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Por esta razon, fue necesario utilizar una técnica alternava: la aplicacion del teorema del punto jo
de Banach a una formulacion adecuada de la ecuacion (ver [6ap. 9) utilizando las estimaciones
a-priori obtenidas.

Para comenzar, vamos a analizar ciertas caracteristicas da no linealidad del problema, dada por
el término logistico. Comencemos demostrando que la funaidde nida por

X 70 rz(x) 1 2 V(X)z(X);

paraz 2 HY() vy v ja continua sobre . En efecto, podemos poneiC, = max jv(x)j puesv es
X2

continua sobre , y tener

Z Z Z

2 2
2 v(x)z(x) dx r z(x) 1 2 dx +2rC, (z(x))? 1

Z
+C2  jz(x)j®dx:

z(x) 1 29 4

Gracias al Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema 6, Aaxo B), obtenemos quev ! L*() y
V! L3() ;esdecir,z®2 LY() yz*2 L) . Ademas, sabemos que 2 L?() yz 0, con lo cual
tenemos

Z 7 7
rz(x) 1 2(x) v(Xx)z(x) de r z(x) M 2dX+2er (2(x))? M dx
Z
+Cy jz(0)i* dx:
z !
=T (2x)? 2 0° , 0
VA Z
+2rCy (z(x)? + DT gy C2  jz(x)j%dx
z z
=(r+21c,+ G jZOPdx 2 (2(x)? dx
N r(1+ZCv)Z (2(x))* dx
<1l:

Gracias a este argumento, podemos establecer el siguientaa.
Lema 2. Considérese el operador de Nemytskii : H() ! L?() de nido por

z()7f(z()=rz() 1 20 v()z();

dondev es una funcion continua en dada. Entonces se tiene la siguiente condicién tipo Lipschu:
para dos elementosz = z(;t);z= 2(;t) de H}() que verican 0 z;z M, con M constante
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positiva, existe una constanteC > 0 tal que
kf(z) f(2)ki., Ckz zki: ctp.0 t T: (2.9)

Demostracion. Por simplicidad de la notacién, omitimos la dependencia dez y z con respecto al
tiempo. Un calculo directo nos da q como resultado que

Z
kf (2) f(z)kfz() = f(z(x)) f (X)) % dx
Z
= rz(x) L(z(x))2 v(x)z(x) rz(x)+ Lsz(x)+ V(X)2(X) ’ dx
Z
= (r vOO)z() X)) - () #(x)? * dx
Z

r V) = (2(x)+2(x) 2(Z(X) z(x))? dx: (2.10)
Pero

¢ ve) SEEex) ¢ ve) e+ 2w)

(F+ Vo) + L 200+ 2(x)

= jr+ w02+ Zr + v(jiz(x) + 2(x)] + f—ijz<x>+ Z(x)j?

2,2
jr+v(x)j’+ 4M—rjr + v(x)j + 2r
2,2
1+ M0 s o2 M (2.11)
Reemplazando (2.11) en (2.10), resulta que
z 4Mr 4M 2r?
kf(2) T2k, 1+ — jr+vx)ji’+ —— (z(x) #x))? dx
VA 2,2
1+ M0 v+ M 0y 20 dx:
Tomando el maximo dejr + v(x)j2 sobreQt, tenemos nalmente que
z 4Mr 4M ?r2
kf(2) {2 1+ ——  max jr+ v)j*+ —5— jz(x) 2(x)j" dx
7 (xt)2Qr
C jz(x) #x)j* dx
— 2 .
= Ckz Z“kLz() ,
para cierta C > 0. Con lo que se veri ca (2.9) y queda demostrado el lema. O

A continuacion, presentamos algunas de niciones y resultdos que seran necesarios para la de-
mostracion de la existencia de una Unica solucion débil de (2).

Notacion 1. Para facilitar la lectura de algunos de los resultados a lo tgo del documento, usaremos
paralelamente la siguiente notacion:

_ @y
Yt = ot
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para la derivada parcial con respecto al tiempo de la funciéry.

De nicién 2.  En lo que sigue del documento, vamos a notar pof al espacioH *() , con la norma
usual 7

kyky = Jy(x)i% + jr y(x)j*dx

1=2
El espacioV corresponde al espacio dual d¥ y esta dotado de la norma:

kvk h‘/;yiv vV
Vv = Su _—
v yzv;eeo kyky

Para resolver nuestro problema es necesario introducir eloncepto de los espaciok?(a;b; X ), los
cuales nos permiten tratar con funciones que asignan a caddeenento del intervalo de tiempo [a; b
un elemento del espacio de BanaclX . Asi, el espacioLP(a;lbX) conl p< 1 esta denido como
el espacio de todas las funciones vectorialgs: [a; b ! X, tales que

Z, Vs,
KyKLp(ab:x) = kyky dt <1:
a

En particular, de nimos el siguiente espacio consideranddX = V,a=0y b=T.

De nicién 3  (Espacio W(0,T)). Se nota por W(0; T) al espacio de las funciones 2 L?(0;T;V)
cuyas derivadasy; pertenecen al espacid_?(0;T;V ). El espacioW (0; T) esta dotado de la norma:

|-
Zq 1=2

kykw o:1) = ky(t)k§ + ky (kG dt ;
0

mientras que el espacid_?(0;T;V ) esta dotado de la norma:

[ -
Z+ 1=2

kvKL 2Ty ) = kvkZ dt
0

De nicion 4  (Solucion Débil). Se dice que una funciéry 2 W (0; T) es unasolucion débil de (2.1)
si veri ca
by, i+ Bly; 1=(f(y); ) 8 2V,

ctp.0 t T, cony(0)= yp, donde:
h; i denota el producto en dualidad entreV y V;
( ;) denota el producto interno enL?() ,y

B[ ; ] es la forma bilineal deV V! R asociada con el Laplaciano enV de nida por
Blu;vl= (ru;rv); paratodo(u;v)2V V:
Hipodtesis 2.  Considerando el problema de valor inicial(2.1), suponemos que
0O vy WM

para una constanteM > 0.
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A pesar de ser un problema ampliamente conocido, no encontn@os en la literatura correspondiente
una referencia precisa de la demostracion de existencia y ioidad para nuestro caso. A continuacion
presentamos una demostracion de la existencia y unicidad dena solucién débil para el problema de
Fisher, siguiendo las lineas de la demostracion de [6] (Temma 9.2.2, Pag. 500) para la existencia de
soluciones débiles de problemas de valor inicial parabobs no lineales con condiciones de Dirichlet,
adaptando la demostracion considerando condiciones de fiera de Neumann y una no linealidad
localmente Lipschitz.

Teorema 2 (Existencia y unicidad). Bajo las Hipétesis 1y 2, existe una Unica solucién débil paral
problema de valor inicial dado por(2.1).

Demostracion. Esta demostracion se desarrolla en cuatro partes: en la priera, consideramos un pro-
blema auxiliar cuya solucién nos permite asociar un operadoa nuestro problema. En la segunda,
demostramos que este operador es una contraccion. En la ten@, aplicamos el teorema del punto jo

de Banach (Teorema 7 del Anexo B) para demostrar la existenai de soluciones débiles. Finalmente,
en la cuarta parte, demostramos la unicidad de la solucion ilizando la desigualdad de Gronwall

(Teorema 8 del Anexo B).

1. De nimos el espacio
X =C [0;TIL%() ;
dotado con la norma
kykx = Ormt\kay(t)kLz() ;

dondey(t) = y(;t). Recordemos queWN (0;T) ! X, ver [16], Teorema 3.10, Pag. 148. Fijamos
una funciény 2 X y de nimos

hy(t) :== f(y(;1); parat2 [0;T].

Gracias a quef verica (2.9) y que, de la Hipoétesis 2, sabemos qug esta acotada, resulta que
hy 2 L2(0;T;L?()) .

Planteamos el siguiente problema auxiliar:

@z(x;t) =0; sobre T; (2.12)

)

E @tz(x;t) z(x;t) = hy(x;t); en Qr;
2

' z(x; 0) = Yo; en

Notese que (2.12) es un problema parabdlico lineal que tienena Unica soluciéon débilz 2
W (0; T); ver [16], Teorema 3.9, pag. 140.
Asi, z veri ca:

tee(t); i+ Blz(t); 1=(hy(t); ); 8 2V

ctp.0 t T.
Podemos de nir entonces un operadorA : X ! X que asigna a caday jo la solucion z de
(2.12) corrrespondiente:

Alyl= z:

2. Ahora vamos a demostrar que sil es su cientemente pequefio, entonce es una contraccion
Fijamos y;y 2 L?() y denimos z = Aly], z= A[y], con hy = f (¥). De esta manera,z y
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pertenecen aw (0; T), son soluciones de (2.12) y veri can:

(), i+ Blz(t), T=(hy(D); ); 8 2V,

he(t); i+ B[(t); 1= (hy(t); ); 8 2V,
respectivamente, c.t.p0 < t T y verican las condiciones de frontera. Restando ambas

ecuaciones, tenemos:

hee(t)  z(t); i+ Bz(t) 2(1); J=(hy(t) hy(t); ); (2.13)

ctp.0<t Typaracada 2 V.
En particular, tomamos = z(t) 2(t); con lo que (2.13) queda como sigue:

b (t)  =z(t);z(t) z2)i + Blz(t) z1t);z(t) =2t)]=(hy(t) hy(t);z(t) =z1); (2.14)

ctp. 0<t T.Porun lado, tenemos que
‘ @
bee(t) =(t);z z()i = @EZ(t) z1)) (z(t) z(t)dx

‘o en =

X
2

(z(t) =(t)*dx

@|®,\@|@

NI N
®

%(z(t) 2Ht)kiz(y (2.15)

Q|

Por otro lado,

Blz(t) =z(t);z(t) =z0]= (r (z(t) =z);r (z(t) =)
= kr(z(t) H))kZo() (2.16)

Reemplazando (2.15) y (2.16) en (2.14) nos queda:

%@@It(z(t) 2t)kfzy) + kr (2(t) 2)KE2y =(hy(t) hy(t);z(t) 1) ctp.0<t T;

lo que es equivalente a

@@lta(t) 2t)klz(, +2 kr (z() 2)KZ2y =2(hy(t) he(t);z(t) =) ctp.0<t T:

Utilizando la positividad del término 2 kr (z(t) %)) kfz() y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se tiene que

B 20k, 20,0 hiz0O ¥

@
2khy (1) hy(Dk o, kz(t)  Wbkiz() :
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La desigualdad de Young (ver anexo B, teorema 10) implica laiguiente desigualdad:
1
2khy (t)  hy(t)k 2y Kkz(t)  Ht)kez() 2- khy(t) hy(t)kﬁz() +2"kz(t) z(t)kfzo ;

para un " > 0 arbitrario.

Si tomamos" su cientemente pequefo, se puede garantizar que

@
@tkz(t) z(t)kfz() C khy(t) hy(t)kfz();

para cierta constanteC > 0. En lo que sigue de la demostracionC representara una constante
genérica independiente dey y de T, que representa a todas las constantes que se obtienen a lo
largo de los calculos realizados.

Tomando en cuenta las estimaciones a-priori demostradas ezl Lema 2, concluimos que

@

@1[<z(t) #t)kf.) Cky ykf.; ctp.O t T:
Ahora, integrando con respecto & ambas partes de la ecuaciéon, obtenemos para todo2 [0; T]:
Z S
kz(s) zt)(s)kf., C  ky(t) WbkKE dt (2.17)
0

Maximizando el lado derecho con respecto & tenemos:
Z S
2 2
kz(s) #s)k:(, C . Jax ky(t)  wt)kiz(, dt

S

= Cky yk3 o

= Csky yk&: (2.18)
Tomando el maximo con respecto & en (2.18), obtenemos
kz #k% CTky yk&:
Es decir,

KAly] Alylkx CTzky ykx: (2.19)

Por lo tanto, A es una contraccién siempre y cuandd@ > 0 sea lo su cientemente pequefio para
1
queCTz2 < 1L

. Vamos a demostrar la existencia de la solucidn aplicandd é&eorema del punto jo a (2.19), en
el espacioX . Dado queC es independiente deT, tomamos unT > 0 cualquiera y elijamos un
T tal que veri que.

P CTi< L

Entonces podemos aplicar el teorema del punto jo de BanachTeorema 7 del Anexo B) al
operador A y armar que el operador A tiene un Unico punto jo. Es decir, existe uny tal que

Alyl=y;

y que pertenece aW (0; T), gracias a la de nicién de A.
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Hemos demostrado que existe una solucién débil del problem@.1) en el intervalo [0; T,]. La
solucion débily(t) pertenece aV en casitodo puntoO t Tj, de manera que, de ser necesario,
podemos rede nir Ty para poder asumir quey(Ty) 2 V en el intervalo [0; Ty].

Repitiendo este proceso, se puede extender nuestra solugiél intervalo [T1;2T1] y asi, sucesi-
vamente, para un cierto nimero nito de intervalos disjuntos que cubren[0; T]. De esta forma,
podemos nalmente obtener una solucién débil sobre todo elntervalo [0; T], i.e. la solucion
pertenece aX .

4. Finalmente, vamos a demostrar la unicidad de la soluciorPara ello, vamos a suponer que tanto
y como y son dos soluciones débiles distintas del problema. Entonseesulta que la ecuacion
(2.17) se verica paraz = y y z= ¥, sobre cierto subintervalo de[0; T]. Si consideramos todos
los subintervalos obtenidos en el paso 3, podemos a rmar que

Z S
() wkEg € k() HOKE dt

para0 s T.

Aplicando la desigualdad de Gronwall a la expresién anterig obtenemos que

ky(s) WK, =0;

de donde concluimos nalmente que

2.3 Regularidad de la Solucion

Finalizaremos este capitulo con una breve discusion sobra Iregularidad extra de la solucién débil
de (2.1). Para la aplicacion de la solucion del problema, esedinterés conocer de la existencia de
soluciones clasicas, por lo que ahora vamos a enunciar un uitsido sobre la regularidad de la solucién
correspondiente al problema de valor inicial de naturalezgarabdlica y lineal que se presentan en [16].

Teorema 3 (Regularidad de la Solucion) Sea RN un dominio de Lipschitz acotado y sean
Yo 2 C() yh2LS() dos funciones dadas; donds > N= + 1. Entonces, la solucién débil de un
problema parabdlico lineal con valor inicial y condicionesde frontera tipo Neumann dado por

¢ @
3 oY yxh=hn:;  enQr;
3 @y(x;t)=0; sobre 1; (2.20)

y(0) = Yo; en ;

pertenece awW (0; T)\C (Q1). Ademas, existe una constanteCs > 0 que depende de pero es indepen-
diente deyy vy h, tal que

kzkywy oT)t kaC(QiT) Cs khkLS(QT) + kyokC(T . (221)
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Consideramosh = hy, como en la demostracion del Teorema 2; de manera analoga a ed@mos-
tracién, jamos y solucién del problema (2.1) y tomamosz = Aly]. Por otro lado, gracias al Teorema
9 el Anexo B, se tiene quehy 2 L () .

Entonces podemos aplicar el Teorema 3 y concluir que 2 W(0; T)\ C (Qt) y que existe una
constante C > 0 que veri ca

kzky oT) t kaC(6-r) C khykLz(QT) + kyokC(T

Esto se veri ca en un subintervalo [0; T;] su cientemente pequefio tal queA sea una contraccion. Es
necesario extender esta propiedad en todo el intervalo aglando el teorema sobre un ndmero nito
de subintervalos de la forma[T;; Ti+1 ] y construir asi una soluciony del problema (2.1) que veri ca
(2.21) sobre todo el intervalo[O; T].



Capitulo 3

Resolucion Numeérica de la Ecuacion
de Fisher

Este capitulo esta dedicado a la resolucion numérica de la eacion de Fisher. Para disefiar un esque-
ma de resolucidn numérica, empezamos por establecer un esma iterativo linealizado mediante la
aplicacion del método de Newton; luego, utilizaremos el métdo conocido de semidiscretizacién sobre
la formulacién variacional de la ecuacion linealizada de Fher aplicando el método de Galerkin para
las variables espaciales, de donde se obtiene un sistema deai@ciones diferenciales ordinarias (EDO).
Para la construccion del subespacio discreto del método de &erkin, utilizaremos el método de los
Elementos Finitos. Mientras que, para la resolucion del stema de EDO resultante, emplearemos dos
esquemas de resolucion: el método de Euler Implicito (El) y m esquema de Crank-Nicholson esta-
bilizado (CN). En particular, el método de Euler Implicito servir4 para la estabilizacién del método
de Crack-Nicholson. Desarrollaremos ambos esquemas en di¢ y formularemos los sistemas lineales
respectivos. Al nal del capitulo discutiremos sobre los reultados numéricos obtenidos en diversos
experimentos.

3.1 Aproximacion por el Método de Galerkin y de los
Elementos Finitos

La ecuacion de Fisher es un problema de Ecuaciones Diferealds Parciales Parabdlicas. En esta
seccién, vamos a aproximar la solucion de este problema endmal método de los Elementos Finitos y
la aproximacion de Galerkin, atacando la semilinealidad déda ecuacion aplicando el método de Newton
al problema.

3.1.1 Linealizaciéon de la Ecuacion de Fisher

Recordemos el problema de valor inicial:

8 y
%yt y+uy=ry 1 = ; enQr;
@y =0; sobre T; (3.1)
y(x; 0) = Yo; en ;

21
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dondey = y(x;t), u = u(x;t) y los pardmetros ,r y como se especicoO en los capitulos previos.
Recordemos también la notaciornv = HY() yV para su espacio dual (cf. seccion 2.2). Reorganizando
los términos de (3.1), tenemos la siguiente ecuacion:

@@y(x;t) yx;t) + u(x;t)y(x;t)  ry(x;t) + E(y(X:t))2 =0 (3.2)

Asociamos un funcionalF al lado izquierdo de (3.2) para poder encontrar una expresioque linea-
lice el problema (3.1). Los célculos que se realizan a contiacion son célculos formales, sin detenernos
ante detalles tedricos puesto que buscamos solamente exmora idea de formular variacionalmente
el problema, y luego aplicar el método de Newton para lineatiarlo. Procedemos asignando a cada
funciény 2 W(0; T) un valor F(y)( ) de la siguiente manera:

y(;t)?

@
y 7HE(y)(1) = @y(:t) y(i+u(y(it) ry(Gt+
Por tanto, de nimos F : W(0;T)! L2(0;T;V ) como sigue: para 2 V,
. : . r
) iy W =ty iy hys v +(uys e 1y dezg + = ¥4 4

Por simplicidad en la notacion, hemos omitido la dependenei con respecto at de la expresién an-
terior y en lo que queda del capitulo, entenderemog ; ) como el producto interno en el espacih.?() .

Aplicando integracion por partes al término  h y; iy .v Yy utilizando las condiciones de fron-
tera, resulta que

: . r
() By o = iy o+ (yir )+(uys ) oy )+ = v5 (3.3)
paratodo 2 V;c.tp.t2 (0;T). La ecuacion
hE(y); iy v =0

corresponde a la formulacion variacional del problema (3)1 el cual tiene una solucion débil el (0; T),
como demostramos en la Seccion 2.2.

Este resulta ser un problema no lineal, al cual aplicaremoslenétodo de Newton para establecer
un esquema linealizado del mismo, para poder aproximar la &aion del problema original. Dado que
el método de Newton requiere el calculo de la derivada dE, planteamos el siguiente lema.

Lema 3. SeaF : W(0;T)! L?(;T;V ) denida como en (3.3). Entonces la derivada deF en'y,
FYy): W(0;T)! L?@0;T;V ), esta dada por:

FU)Z iy o =t iy oy + (rzir )+(uz ) rz )+ 2yz ) (3.9)
paratodo 2V,z2W(O;T)yctp.t2(0;T).

Demostracion. Tomemos como candidata de la derivada de Fréchet dE a su derivada direccional.
Seaz una funcién enW (0; T), entonces debemos calcular

m FO*+2) FO)N vy,
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Dado que los primeros términos son operadores lineales y donos, nos concentraremos en los calculos
correspondientes al término cuadréatico del lado derecho d€3.3). A lo largo del siguiente calculo,
representa una constante que nos sirve para calcular la dedda direccional y que no esta relacionada
a la variable temporal. Tenemos entonces que:
h i
1r 2 r,,
Im = =(y+ 2)% ) ~O% )

m 1P r2yze 22%) 64

- L"!"o} %5 )+@ yz )+ %25 ) (%)

==Im (yz; )+( 2% )

= Lz

Luego, gracias a la linealidad con respecto & de los primeros 4 términos de (3.3), tenemos como
candidata a derivada de Fréchet, la derivada direccional dé-:

FEAY)z; vy =t ivy + (rzr )+(uz; ) r(z; )+ g(yz; ):

Ahora, es necesario demostrar qu&EYy) : W(0;T) ! L?(0;T;V ) es lineal y continua. En efecto,
seanz;;z; 2 W(0;T),y 2 R, se sigue que

Y zi+ 2 2); iv v = —@{Zﬁ z); + (r(zi+ z2)ir )+(u(@+ z2); ) r(za+ z2 )
@ V vV
+ L@+ 20 )
=WFAy)z1; iv v+ WFAY)Z2 iv w; (3.5)

con lo queF {y) es lineal. Para demostrar la continuidad, es necesario deratyar que F (y) es acotado,
es decir:

kFO(y)ZkLZ(O;T;V ) CkaW(O,T)n 82 2 W(O,T)
En efecto, tomemosz 2 W (0;t). Entonces tenemos
0 Z 0 1, 1=

T .
hFEAY)z; iy
KFAy)zk =01y ) = @ %szuvp K dx (3.6)
0 6=0

k ky
Si consideramos el integrando de (3.6), tenemos que
FAy)Z iy o = he iy vtz )H(uz )z )+ Pyz )
jhze v it J(rzir )i+ j(uz; )j+rij(z; )j+ 2—IrJ'(YZ: JE
Por la de nicién de la norma en el espacioV en la De nicién 2, tenemos que
hee; iy, v k ziky k ky; 8 2V:

Notese que los términos que incluyen &;, z, y y u en la expresion anterior dependen dé¢, por lo que
podemos aplicar la desigualdad de Cauchy-Shwarz (cf. AnexB) y obtener:



24

FEAY)Z; iy & Kk ztky Kk Ky + kr zkpzgy ki ke

+ kquLZ() k k|_2() + rkszz() k k|_2() + 2—rkyZ|(|_2() k k|_2() : (3.7)

Reemplazamos (3.7) en (3.6) y, gracias a qu¥ esta continuamente inyectado enL?() (ver Anexo
B), sabemos quek k. 2y k ky.Ademas,kr vk 2(y k vky;8v 2V por la de nicion de la norma
de V; con lo que tenemos:

27 2r 2

KFAY)ZK 207y kzky + Kr zKiz(y + Kuzkiz(y + rkzkiz) + —kyzk 2y  dt
0

z T 2r 2

kziky +  kzky + kuzkiz(y + rkzkiz() + —kyzkg 2(y dt:  (3.8)

0
El teorema de Hdolder (Teorema 5, Anexo B) nos permite obtenetas siguientes desigualdades:

y4
jUZjdX k Uk|_2() kszZ() ;

Kuzky 2()

y z
Kyzky 2()

jyzjdx k ykiz(y kzkpz(y :

Con ellas, (3.8) queda como sigue:

Z+ 2
kFO(y)ZkEZ(O;T V) kziky + kzky + kUkLZ() kaLz() + rkszz() + Z—rkykLz() kaLZ() dt:
0

Usando de nuevo la inyeccion d&/ enL?() , resulta que
z T 2 2
kFO(y)Zkﬁz(o;T V) . kziky + kzky + kUkLZ() kzky + rkzky + —kykLZ() kzky dt
Zr 2r 2
= kziky + + kukp2(y +r+ —kyk 2y kzky dt: (3.9
0

Dado queu 2 C(Q7) yy2 W(0;T) ! C (0;T;L?()) , podemos de nir
2r
Cy=mx 1, +ma¥x Kukpz¢y +r1+ —m?x Kykp 2()

Luego, de (3.9) se tiene:
Zq
KFAY)zke 201y ) Cy ; (kziky + kzky)? dt;
T

2C,  kzkd + kzkZ dt;
0

Ckzk 0.7 (3.10)
Con (3.5) y (3.10) se ha demostrado qué {y) es lineal y continua.

Finalmente, para demostrar que (3.4) es en efecto la derivadde Fréchet de (3.3), debemos de-

mostrar que
Im kKF(y+2) F(y) Fo(y)ZkL2(o;T;v ) _

0;
z!' 0 kaW(O;T)
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dondez 2 W(0; T).

PongamosG = F(y+z) F(y) FYy)z. EntoncesG 2 L2(0;T;V )y, por la De nicién 2 de la pagina
15, sabemos que

. | 0 Z 1, 1li1=2
. I
KGKL 201y ) = KGOK dt = B ?@sup e ¢ 4§ (3.11)
e 0 2V K kv
0
dondeh; i denota el producto en dualidad deV y V. Por tanto, debemos demostrar que
|m kaLZ(O;T;V ) =0
z!' 0 kaW(O;T)
Para ello, calculamoshG; i,, ., formalmente. Para comenzar,
_@ r 2
Fiy+2z) Fin=gpy+2a (y+r2+ruly+z) rly+2)+ =(y+2)
g{ y uytry Ty
=@@§y+2) (y+2)+uy+2) rly+2)+ ~(y>+2yz+ 2?)
g{ y uy+ry y?
:%f z+uz rz+ 172+ gzy:
Con lo que, para 2 V y cierto z2 W(0; T), obtenemos
WG iy v =HWF(y+2) F(y) FAyz; i
=tF(y+2) F(y); i h Fy)z; i
st v v+ (zir YUz ) r(z )+ S5 )+ S(2yz )
hz; iv.v (rz;r ) (uz; )Y+ r(z;) g(yz; )
=Ly, (3.12)

ctp. t 2 (0;T). Nuevamente, por simplicidad en la notacion, hemos omitidda dependencia de la
variable t. Reemplazando (3.12) en (3.11), tenemos

0l . 1, 1=
KGKLz(0:7v ) = _%) %)sup ) X odix (3.13)

dondez = z( ;t). Pero, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, sabemgse

j(ZZ; )J k ZZkLZ() k k|_2() .
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Usando este resultado en (3.13), tenemos

0 Z 10 1, 1li1=
r kz2k k k
kGkLzrv ) — E‘D %SUP =0 =0 X dtg
2V k ky
0 6=0
Gracias a la Propiedad 1 del Anexo B, sabemos que K 2() Ck kv, para cierta constanteC > 0.

A partir de ahora y a lo largo de esta seccidnC notard una constante genérica que representa las
constantes que se obtienen en los céalculos; ademas, tendmesren mente la dependencia con respecto
al tiempo, es decirz = z( ;t). Con esto, obtenemos la estimacion:

y =
kaLZ(O;T V) C V4 dt . (314)

Por otro lado, gracias al Teorema de Rellich-Kondrachov (Terema 6, Anexo B), sabemos que
V! L%) , conlo que podemos estimar (3.14) como sigue:

I
Z . 1=2

kGk 27w ) C kz?kf >y dt
zoT =2

=Cc kzk{ sy dt

Z Pi=

C kzky dt ; (3.15)
0

De (3.11), y usando la desigualdad (3.15), tenemos que

T 122
KGKL2(0:7 v ) C , kzky dt
2t 0 kzkw (0;1) 200 Kzkw o;1)
R 2 1=2
o kzkZ + kzkl  dt
Clm : (3.16)

z!' 0 kZKW(O;T)

Pero, de la De nicién 3 sabemos que la aplicacion 7! kzkZ + kz k\z, es elemento de2([0; T]), por
lo que podemos aplicar la desigualdad de Holder (ver Teorem®, Anexos B) y asi obtener

kzkZ + kzki,  dt= kzk? + kzk,,  kzkZ + kzk,  dt
0 0

Z. oz, !

kzkZ + kz kS dt kzkZ + kzkS, dt

0 0
= kzkyy 0:7): (3.17)
Reemplazando (3.17) en (3.16), nalmente deducimos que
4 =

m m
2t 0 kzkw (0;1) 2t 0 kzkw o)
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=C lel'no kaW (0:T)

=0;

con lo cual queda demostrado el lema. O

3.1.2 Esquema de Newton

Recordemos qug( ; ) denota el producto interno enL?() vy h; i el producto en dualidad entre V
y V. Supongamos que nos encontramos en cierto pagkodel método de Newton caracterizado por la
ecuacion lineal:

PEAYO(Yrr  Yi); 0= hF(); i; (3.18)

paratodo 2 V, c.t.p. t 2 (0;T). Por un lado, tomamos la direccionz = (yk+1  Yk) €n (3.4), y
obtenemos:

@fym Yi)i ot (r (Yker YK)ir ) H(UlYker YK )

FEAY)(Yier  Yi); @

r((Yesr  Yk); )+ Z_r(Yk(ykﬂ Yk)i )
= gym; @@}’k; + 0 (rys;r ) (ryr )
+(uyk+1; ) (uyks ) r(Ykess )+ r(yks )+ a(ykyk+1; )
2r
—(ykYk; ):

Por otro lado, gracias a la de nicion deF en (3.3), sabemos que
L @ i . . r 2. 5.
hE(yk); 0= ol (ryr )+(uy; ) rlyes )+ =(vis )
Reemplazando estas dos cantidades en (3.18), tenemos:
@@¥k+l; @@Yk; + (M yke;r ) (P ysr )+ (Uykers )
2r 2r
(Uyi; ) r(keas )+ (s )+ —kYksas ) —(kYk: )
r
= @@yk; ycr ) (i )+ ) =0k )
Eliminando los términos semejantes, obtenemos la siguieetecuacion

@@¥k+1; + (r yke1;r )+ (Uyks1; )

2r r
F(Yke1; )+ —(WkYs1; )= —(Y35 ); 8 2V:

Notese que @@¥k+1 ; = @@t(yk+l ; i), porlo que nalmente obtenemos la siguiente expresion:
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@@t(ykﬂ; i)t (ryksrsr )+ (Uuyksr; )

2r r
F(Ye1; )+ —(WkYke1; )= —(¥3 ) 8 2V, (3.19)

que constituye el ingrediente principal del esquema de Newh para nuestro problema.

Fijando t 2 (0;T] en (3.19), obtenemos un problema variacional lineal de ni@ en V. A conti-
nuacién, vamos a realizar la semidiscretizacion de dicho pblema aplicando el método de Galerkin
en la variable espacial. Para el espacio discreto, considanos elementos nitos triangulares lineales
de nidos por un mallado del espacio plano. De nimos nuestroespacio de elementos nitos lineales
Vi  V como:

Wwi=f 2C(): es un polinomio de grado 1 de nido sobre cada triangulo del miéadog:

Ver [7] para los detalles de la construccion de/,. Fijamos N, 2 N y recordamos que el conjunto
fj gj’\':"i Vi, constituye una base ortonormal enV, enL?() . El problema semidiscreto que aproxima
(3.19) es el siguiente: buscamog" = y"(x;t) de la forma

Xm
yh(x;t) = wi (t) i (X); (3.20)
i=1

para ciertas funcionesw; (t), que aproxime ay en el siguiente sentido:

@@t(ykﬂ; i)+ (rykersr )+ (Uyker; )
2r r .
F(Ykers )+ —(YkYeers )= — (Y& ) 8 =1::::;Nm; (3.21)
para casi todot 2 [0; T]. Finalmente, reemplazando la aproximacién (3.20) en (3.2] obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinaritineales que constituye el paso principal del
algoritmo de Newton:

Mw,p (1) + KW er () + My (t)Wiat (1)

MW et (04 2 My, Owier () = “Mw (0 (3.22)

parak =0;1;:::, c.t.p. t 2 [0; T]; donde:
M, es laMatriz de Masa, con entradasM (j;1)=( j; 1)iz() »
K, es laMatriz de Rigidez con entradasK (j;1)=(r j;r )Lz ,
My = My(t), es la matriz conMy (j; 1) = (u(;t) 5 1)Lz »
My, = My, (1), es la matriz conMy, (j;1) = (yk(;t) 5 1Lz » Y

wy = w (t), es el vector con coordenadagt (j) = (wk(j))?;
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El sistema de EDO obtenido en (3.22) sera resuelto utilizand dos esquemas: el método de Euler
Implicito y el de Crank-Nicholson. Este Ultimo requiere serestabilizado debido al tipo de condiciones
iniciales, lo cual se detallar4d mas adelante. En las seccies siguientes se detalla la aplicacién de ambos
métodos.

3.1.3 Esquema de Euler implicito (EI)

En esta seccién, vamos a resolver el sistema de EDO (3.22) ligando el método de Euler Implicito.
Primero recordemos el método para una EDO con condicion inial de la forma :

( yAt) = f(ty);
y(0) = yo:

Seaf[t; 1;ti]giN:‘l una particién uniforme del intervalo [0; T], de manera que
O=tp<:ii<t<tjy <:i:<tpn, =T, (3.23)

coni =0;1;:::;Nt. El paso de discretizacion t, esta de nido por t = ,\T—t; donde N es el nUmero
de subintervalos en el que dividimos el intervalo de tiempo @nsiderado. El método de El se plantea
como sigue, cf. [7]:

y(tisr) = y(ti)+  tf (tivasy(tiaa));  1=0;12:: N
Si tomamosf (ti+1;y(ti+1)) = W2, (ti+1) en la ecuacion (3.22), entonces
0 — 1 .
Wicsp (tisn) = Y (Wi+1 (tivn) Wi (80)) 5

donde t es sucientemente pequefio W+ (ti+1) = Wk+1 (ti + t). Notemos que el indicek hace
referencia al método de Newton y el indicé al método de Euler Implicito.

La aplicaciéon del método de El a la ecuacion (3.22) da lugar aal siguiente expresion:

1
_tM Wi (tisr ) Wiaa (6) + KW ks (tisa ) + My (tisa )Wier (ti+2)

2r r
MW 41 (tivg ) + —My, (tivg )Wika1 (ti+1) = —M wWh (41 ):

Reorganizando los términos, obtenemos nalmente el esqueande El para (3.22):

2r
M+ K+ tMy(tiva) r tM+ — tMy, (tisn) Wier (tisn) =

r
Mwg+ (1) + t—Mwy(ticr): (3.24)

Proposicion 1 (Newton + El) . Si al sistema (3.22) se le aplica el método de Euler Implicito, se
obtiene un sistema lineal de la forma:

Ak Wi (tiva ) = b; (3.25)
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donde:
2r
Ak=M+ t K + My(ti+1) ™M + —My, (tisa) ;

r
= MWy (t)+  t—Mwy(ti+1):

o
|

Demostracion. La demostracion de esta Proposicion queda expuesta en el @esollo de la Seccién
3.1.3 que concluye con la ecuacién (3.24). O

Usando la Proposicién 1, formulamos el siguiente algoritmo

Input: N, (Namero de pasos para el método de Newton)\; (Nimero de subintervalos de
intervalo de tiempo), valor inicial yq, valor de u.

Output:  Soluciéon aproximada de (3.1) notada poWnew

1: Inicializar Wqq resolviendo el problema de valor inicial lineal.

2: while (k <N, y criterio de parada) do

3 for i =1: N¢ do

4 Calcular Wpew (:;tj) resolviendo (3.25).

5 end i

6 Asignar Woig = Whew:

7: end k

8: return  Whew

Algoritmo 1: Euler Implicito

3.1.4 Esquema de Crank-Nicholson (CN)

En esta seccion, aplicaremos el método de Crank-Nicholson 8.22). Recordemos de igual manera
que, para la EDO con condicion inicial de la forma:

( yat) = f(ty);

y(0) = Yo;
el esquema de Crank-Nicholson utiliza la siguiente aproximcion:

y(tiva) = y(t)+ t f(tivs s y(tive ); + f(ti;y(t))

Si en el contexto de la ecuacion (3.22) tomamok (i1 ;y(ti+1)) = wl,; (ti+1), entonces tenemos:

W ti W ti 1
k+1( |+1) t k+1( 1) - E WI9+1 (ti+1)+ WI9+1 (ti) :

donde t es el tamafio de paso en la variable temporal, como en la secciénterior.

Para facilitar la lectura y comprensioén de la aplicacion deimétodo CN, comencemos reorganizando
los términos de la ecuacion (3.22) como sigue:

MWR ()= KW e () My(D)Wien (8) + TMW aq (1) aMyk (D)Wic+1 (L) + T wi (1):
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Aplicamos el método CN a la ecuacién (3.22) y obtenemos la sigente expresion:

1 1
_tM (Wi+1 (ti+1)  wis1 (8)) = > —Mwi(tisa) KW g (tis1)

2r r
My (ti+1 )Wi+1 (t+1 ) + IMW g (Lie1) _MYk (tivr )Wik+1 (tivr ) + —Mwc (1)
#

Kw g1 (i) My (t)wisa () + rM 4 (8) Z—rMyk (ti)wi+ (L) -

Finalmente, reorganizamos los términos de la ecuacion prévy obtenemos la expresion:

t 2r
M + - K+ My(tisa) M+ —My, (tisr)  Wier (tivr) =
t 2r
Mo = K + My(ti) M+ —My, () Wi (ti)
r t
+ 2—|\/| (Wi (tier ) + Wi (L)) ; (3.26)

a partir de la cual se plantea la siguiente proposicion.

Proposicion 2 (Newton + CN) . Al aplicar al sistema (3.22) el método de Crank-Nicholson, se obtiene
un sistema lineal de la forma:
A Wicr (tivr) = b (3.27)

donde

t 2r
A =M + > K + My(tisa) ™M + —My, (tisa)
2r
K+ My(ti)) ™ + —My, (1) Wi (i)

(Wi (i1 ) + wie(ti)) :

A partir de la Proposicion 2, formulamos el siguiente algorimo:

Input: N, (Namero de pasos para el método de Newton)\; (Nimero de subintervalos de
intervalo de tiempo), valor inicial yp, valor de u.

Output:  Solucion aproximada de (3.1) notada poWpew

1: Inicializar Wq 4 resolviendo el problema de valor inicial lineal.

2: while (k <N, y criterio de parada) do

3 for i =1: Nt do

4 Calcular Wpew (; ti) resolviendo (3.27)

5. end i

6 Asignar Woig = Whew:

7: end k

8: return  Whew

Algoritmo 2:  Crank-Nicholson.
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3.2 Implementacion Numérica

Para la resolucién de los sistema de ecuaciones dados en .2 (3.27) vamos a utilizar la plataforma
MATLAB R y su complemento para EDPpdetoolbox . Para comenzar, establecemos una triangula-
rizacion del dominio , que consiste en una estructura compuesta por los nodos, Itsangulos, lados
del dominio y su geometria. A esta estructura la llamamosnalla y llamamos N, al nimero de nodos
de la misma.

Similarmente, vamos a discretizar el intervalo del tiempo[0; T] como en (3.23), pag. 29, donde
N; +1 es el numero de nodos del intervalo de tiempo discretizado.

Las funciones dadas en el problema corresponderan a matrsceuyas las representan los valores de
las funciones en los nodos espaciales y cuyas columnas regaratan los valores en los nodos temporales.

Llamaremos aproximacion de la soluciéna la matriz W 2 RN» Nt cuyas columnas estan deter-
minadas por los vectoreswy.1 obtenidos al resolver los sistemas matriciales (3.25) y (37). Cuando
realicemos la implementacién numérica, esta matriz es caltada en cada iteracion del método de
Newton.

Asi, la i-ésima columna de la matrizW, notada por W (:;i), esta dada por el vectorw.,, , , es decir:

W i) = Wk (5 8);

de lo que resulta que la matrizW nos da como informacién la evolucion del estado del sistemae-
forme pasa el tiempo.

Utilizando los resultados de la seccién anterior, vamos a swlver los esquemas matriciales (3.25)
y (3.27) en dos niveles iterativos: el primero, con las itereiones del método de Newton (asociadas al
indice k), para lo cual es necesario considerar un nimemd,, de iteraciones del método de Newton. El
segundo, el ciclo de las iteraciones de los métodos de Eulede CN estabilizado, respectivamente, y
en el cual corre el indice temporal.

Las matricesM y K no dependen del tiempo y pueden construirse utilizando la hreamienta
assemadel complementopdetoolbox .

Por el contrario, las matrices M, y My, si dependen del tiempo, de manera que deberan ser
calculadas en cada punto de la particion del intervalo[0; T]. La matriz M, se construye usando la
herramienta assema la cual ensambla matrices cuyas entradas equivalen a las da matriz de masa
M multiplicadas por cierto coe ciente. Para ello, es necesao primero evaluar la funcién u sobre los
centros de masa de los triangulos de la malla (usando el comdo pdeintrp ) y usar estos valores como
coe cientes de peso de la matrizV .

La matriz My, también se obtiene utilizando la herramientaassema pero con el peso dado por
el coe ciente 2y, ; ver la Ecuacion (3.25). Notese que esta matriz no s6lo depda del tiempo, sino
que también depende del valor de la aproximacion dg calculado en el paso anterior del método
de Newton, es decir, hace falta guardar la informacion de eatmatriz en el pasok para realizar los
calculos correspondientes al pask + 1.

Una vez ensambladas todas las matrices, podemos escribirgoblema Ay wi+1 (ti+1) = b como
en (3.25) y (3.27), el cual ser4 resuelto utilizando el comado n' (el cual utiliza métodos directos para
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resolver el sistema lineal) en la siguiente forma:
Wi+1 (ti+1) = Axnby:

En cada iteracién del método de Newton, se obtiene una matria la cual llamamosW,g, , co-
rrespondiente a la aproximacion de la solucion en el paslo, que depende de la matriz obtenida en el
paso anterior (k 1), a la cual llamamosW,q . Asi, la matriz Wy 4 es la matriz cuya i-ésima columna
corresponde al vectorwy (tj) obtenido al resolver el sistema matricialAx 1wk (tj) = b 1. Analoga-
mente, la matriz Wye, tiene como i-ésima columna la aproximacion de/ en el tiempot;: y(;t;). Es
decir, el vector Wpeyw (:;ti) corresponde a la aproximacion de la solucidon dada pomg.+1 (ti).

Es necesario entonces dar un valor inicial a la matriAN,q4. Para ello, asignamos a la primera
columna de la matriz el vector dado por los valores de la condion inicial yp, y el resto de las columnas
se calculan resolviendo el sistema lineal dado por el probiea considerando sélo los términos lineales:

(Wold(1;1)=y0;
Wog(;1)=(M + t(K + M)n(MWqq(;i  1)); i=2;::5; Ny

(3.28)

3.2.1 Resolucion numeérica con el método de Euler Implicito

A continuacion, probaremos el Algoritmo 1 en un ejemplo sentio dado por una funcion que veri ca
el problema (3.1).

Ejemplo 3.1. El siguiente ejemplo fue determinado a partir de su solucion exta; dada por
" #

1 1
X1 > ZX1+1 ; (3.29)

=
Wl

1
y(xaixzit) = ——
donde x = (X1;X2) 2 R? es la variable espacial del problema ¥2 [0;1]. Notese quey satisface
las condiciones de frontera de Neuman homogéneas. En efecto
h il
2
X1

0

1
t+1

N[
N

r y(xay;Xg;t) =

De donder y(X1;X2;t) jx,=0 =0, r (X1;X2;t) il = 0. Ademas,
! !

0 0
ry(xa;x2;1) X2=0 1 =0 y 1 y(xi; Xz;t) X220 1 =0:

Con lo quer y(xi1;Xz;t) =0. Es decir, @y =0.
Recordemos el problema de Fisher:
X;t
Yt y+ulxty(xt)=ry(xt) 1 yeat) (xt) 2 Qr;

sujeto a condiciones de frontera de Neumann homogéneas. Raconstruir el ejemplo, vamos a tomar
=(0 ;1) (0;1)y T =1. El problema de Fisher se satisface tomando las siguienteartidades:
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" , #
= ! ! L1
ZW= G nz 3 2 T
1
y= t+—1(2X1 1),
" . #
r 1 1 1 (2x1 1) . 1
u= — = X1 = “x1+1 +h b+ ,
(t+1) 3 2 4 Ly, %3 Ly, +1 t+1
(
Vo = X1+ X2 sij[x1;x2] [0;5;05] 0;1
0-— 1

0 Si no:

dondej j denota la norma euclideana. Los pardmetrog y tendran el valor de 1.

El Algoritmo 1 fue implementado sobre una malla generada erMATLAB R, triangulizando
regularmente nuestro conjunto  como sigue. Para efectos de comparacién, llamaremdsal mayor
de los lados de los triangulos de la malla; como la particion el intervalo temporal es uniforme,
mantenemos la notacién t.

0.8¢

0.6¢

0.4r

0.2f

Figura 3.1: Ejemplo 3.1, malla inicial, h =0;5.

Dado que el Ejemplo 3.1 se construy6 a partir del conocimient de la solucion exacta (3.29), es
posible para nosotros hacer un célculo exacto del error de apximacion de la solucién, comparando
la solucion aproximada con los valores de la funcion exacta en los nodos de la malla.

Asi, vamos a utilizar dos parametros de calculo del error: laiscretizacion espacial y la temporal.
De manera que vamos a realizar algunos re namientos de la mial y del intervalo de tiempo [0O; T],
para observar como funciona el algoritmo a medida que se gama® mas intervalos temporales o mas
triangulos en el espacio . Estas pruebas nos indicardn si estamos resolviendo el prgma numérico.

Por otro lado, se analizan dos errores: el error en la norma ducida por el espacioL?() vy el
error en la norma inducida por el espacio/, con el n de vericar el error en los distintos espacios.
En particular, la norma en V = H%() nos indica el error de la variacion de la solucion.

Las pruebas se realizaron re nando la malla 6 veces usando@mandorefinemesh del pdetoolbox ,
tomando como dato de referencia al mayor de los lados de toddss triangulos de la malla, h. Re na-
mos también la discretizacion del intervalo temporal con t = ﬁ con Nt =100; 300,500y 100Q La
malla re nada queda como sigue:
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0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.2: Malla resultante después de re nar 6 veces la malla inicial, h 0;0625.

Los célculos del error en norma_?() obtenidos al correr el Algoritmo 1, re nando regularmente
la malla y realizando una particién mas na del intervalo [0; T] se pueden observar en la siguiente
tabla. Los datos estan aproximados a la sexta cifra decimal.

t=1 t=025| t=05 t=1

h=05 0.000926/ 0.003941| 0.003989 0.004400
= 0;125 | 0.000186/ 0.001013| 0.001221] 0.001026
= 0;0884 | 0.000092 0.001500f 0.001169| 0.001435

* || h = 0;0625 | 0.000086 0.001543| 0.001543 0.001494

h=05 0.000506| 0.004283| 0.004651] 0.005292
= 0;125 | 0.000157, 0.000311] 0.000271] 0.000188,
= 0;0884 | 0.000044 0.000440] 0.000360] 0.000388,

- = 0;0625 | 0.000024 0.000482| 0.000482 0.000447

|c> =05 0.000356| 0.004371| 0.004805| 0.005479
= 0;125 | 0.000145 0.000267| 0.000253 0.000311
= 0;0884 | 0.000042 0.000229| 0.000199 0.000181
= || h = 0;0625 | 0.000022 0.000270| 0.000270, 0.000238

8| h=05 0.000206| 0.004441| 0.004924 0.005620
= | h=0;125 |0.000122 0.000298| 0.000343 0.000449
. = 0;0884 | 0.000040 0.000084| 0.000090| 0.000048
+ || h=0;0625 | 0.000021 0.000117| 0.000117| 0.000088

Tabla 3.1: Ejemplo 3.1, célculo del error en norma L2() con distintos valores de t y h, al aplicar el
método de Euler Implicito.

Como se puede observar en la Tabla 3.1, el error disminuye réga y signi cativamene. Sin embar-
go, a partir de un cierto re namiento de la malla inicial (en este caso, el sexto) el error en el espacio
L2() vuelve a crecer conforme el tiempo crece. Para subsanar egimblema, fue necesario aplicar el
algoritmo sobre una malla espacial y una particién del intevalo temporal sumamente nos, lo cual es
computacionalmente muy costoso. Este fenémeno evidencié hecesidad de utilizar un mejor método
de integracién numérica, por lo que se eligio utilizar el méido de Crank-Nicholson estabilizado (los
detalles se discutirdn en la siguiente seccion).
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La siguiente tabla contiene los datos del error en la normad () , aproximados a la sexta cifra
decimal.

t=1t t=025 | t=05 t=1

h=05 0.007872] 0.006734| 0.005603| 0.012359
= 0;125 | 0.000186/ 0.001014| 0.001221] 0.001026
= 0;0884 | 0.000092 0.001500| 0.001169 0.001435

= || h = 0;0625 | 0.000085 0.001543| 0.001542| 0.001494

h =05 0.006740; 0.018460| 0.016105| 0.012500
= 0;125 | 0.007286| 0.006713| 0.005598 0.004194
= 0;0884 | 0.004079 0.002827| 0.003394| 0.002115

= || h = 0;0625 | 0.002935/ 0.002405| 0.002002| 0.001498

h=05 0.004830] 0.018483] 0.016121] 0.012528
®'h = 0:125 | 0.006754 0.006709| 0.005597| 0.004199
h = 0:0884 | 0.004000| 0.002826] 0.003392 0.002116
= |[h = 0,0625 | 0.002907| 0.002404| 0.002006| 0.001500
=05 0.002827] 0.018501] 0.016134| 0.012549
= 0:125 | 0.005704| 0.0067068 0.005598 0.004204
L = 00884 | 0.003805| 0.002825| 0.003390| 0.002118
— |[h = 0;0625 | 0.002834 0.002404| 0.002003] 0.001502

Tabla 3.2: Ejemplo 3.1, célculo del error en norma HZ1() al aplicar el método de Euler Implicito.

Al tomar N¢ =1000, h 0;16, hacen falta 4 iteraciones del método de Newton, para alca@az una
aproximacion con error de orden menor a0 8 (valor que fue considerado como criterio de parada).
A continuacién, algunos gra cos obtenidos durante la resalcion:

Figura 3.3: Ejemplo 3.1, Solucién exacta en el tiempo t=1.
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0.48 0.48
0.46 0.46
044 0.44
0.42 0.42
0.4 0.4
0.38 0.38
1 1
05 05
%% 0.2 04 0.6 08 1
Figura 3.4: Ejemplo 3.1, primera Figura 3.5: Ejemplo 3.1, aproxima-
aproximacion de la solucion calcula- cién de la solucién calculada al tiem-
da al tiempo t =1 por el método de pot =1 por el método de Euler Im-
Euler Implicito, con h =0;5. plicito, con h = 0;0625.

3.2.2 Resoluciéon numérica con el método de Crank-Nicholson
estabilizado

La resolucion numérica utilizando el método de Crank-Nich&son (CN) es analoga a la implementacion
con el método de Euler, salvo que las matriceldl, y My, no sélo dependen del tiempo, sino que también
es necesario considerar tanto el valor en el tiempg como en el tiempot; ;. Por esta razén, de nimos
las matrices

My ;= My(ti 1)y My = My(ti)

que corresponden al célculo (también utilizando el comandassemad de la matriz M, en el instante de
tiempo anterior t; 1 y en el actualt;, respectivamente. De manera analoga, introducimos las mates

Myki 1= M)’k(ti )y Myki = MYk(ti):

Establecemos el siguiente algoritmo, referente al métodoedCranck-Nicholson Estabilizado (CN).

Input: N, (Namero de pasos para el método de Newton)\; (Nimero de subintervalos de
intervalo de tiempo), valor inicial yq, valor de u.

Output:  Solucién aproximada de (3.1) notada poWnew .

1: Inicializar Wq 4 resolviendo el problema de valor inicial lineal.

2: while (k <N, y criterio de parada) do

3 for i=1;2do

4 Calcular Wpew (:; i) resolviendo (3.25)

5. end i

6: for i=3:N;do

7 Calcular Whew (:; ti) resolviendo (3.27)

8 Asignar My, , = My,

9

Asignar Myy, , = My
10: end i
11:  Asignar Wqg = Whew:
12: end k

13: return = Whew

Algoritmo 3: Crank Nicholson estabilizado
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En [13] se puede encontrar una discusion sobre como los prebias de difusién que involucran
datos iniciales que no son continuos sino que, por ejemplops elementos deL.! () pueden generar
irregularidades también en la aproximacion de la soluciénes decir, se observan problemas de estabi-
lidad numérica, los cuales involucran oscilaciones en la agximacion a la solucion (las cuales también
se observaron en los primeros experimentos numéricos delsdgrollo de este proyecto de titulacion).
Por esta razon, el autor de [13] recomienda subsanar este firlema utilizando algin método de esta-
bilizacion del método. Seguiremos las recomendaciones dedonclusién de dicho articulo: iniciamos la
resolucion del problema matricial utilizando el método de E las primeras dos iteraciones del método
de Newton antes de utilizar el método de Cranck-Nicholson dsico, procedimiento que se puede ver
en el Algoritmo 3.

Ejemplo 3.2. Con las mismas cantidades de nidas en el ejemplo 3.1, util@mos el Algoritmo 3 para
resolver el problema de Fisher.

De manera analoga al Ejemplo 1, partimos de una malla gruesaomo en la gura 3.1 y aplicamos
el algoritmo 3 a siete re namientos de dicha malla y en las disretizaciones temporales utilizadas en
el ejemplo anterior, obteniendo la siguiente tabla con dats del error en la normaL?() :

t=t t=025| t=05 t=1

h =05 0.000926| 0.004422| 0.004973 0.005725
= 0;125 | 0.000186| 0.000304( 0.000408| 0.000558
= 0;0884 | 0.000092 0.000065| 0.000080] 0.000111

= = 0;0625 | 0.000086 0.000059 0.000059 0.000060,
H|O =05 0.000506| 0.004496| 0.005034, 0.005758
® = 0;125 | 0.000157, 0.000363| 0.000466| 0.000592

= 0;0884 | 0.000044 0.000111f 0.000084| 0.000144
= || h = 0;0625 | 0.000024| 0.000076| 0.000076| 0.000088

h= 05 0.000356] 0.004505| 0.005040] 0.005761
“|"h=0;125 | 0.000145 0.000369) 0.000471] 0.000595
h = 0;0884 | 0.000042 0.000115] 0.000089 0.000147
~ |['h = 0;0625 | 0.000022 0.000079| 0.000079| 0.000091
h= 05 0.000206] 0.004510] 0.005043] 0.005762

= 0;125 | 0.000122] 0.000372] 0.000473 0.000596
. = 0;0884 | 0.000040 0.000117] 0.000092 0.000148
~ |[h = 0;0625 | 0.000021] 0.000081] 0.000081] 0.000092

Tabla 3.3: Ejemplo 3.2, célculo del error en norma L2() al aplicar el método de Crank-Nicholson estabili-
zado.

Ahora, en la Tabla 3.3 observamos que el error sélo disminuyejue lo hace rapidamente y que
no vuelve a aumentar. Esto se debe a que hemos aplicado un métomas estable, que garantiza una
mejor aproximacion a la solucion.

Por otro lado, la Tabla 3.4 contiene los datos del error en laarma H?() ,y las Figuras 3.6 y 3.7
muestran los gra cos obtenidos durante la resolucién.



t=1 t=025| t=05 t=1
H|g h=05 0.011166| 0.018574| 0.016230| 0.012565|
”H = 0;125 | 0.007872 0.006755| 0.005633 0.004207
h = 0;0884 | 0.004140 0.002843| 0.003414| 0.002119
= h = 0;0625 | 0.002947| 0.002421| 0.002017| 0.001504
H|c, h=05 0.006740 0.018542| 0.016177| 0.012570,
0 = 0;125 | 0.007286| 0.006722| 0.005610, 0.004208
= 0;0884 | 0.004079 0.002831| 0.003397| 0.002120
= |l h = 0;0625 | 0.002935 0.002410] 0.002009| 0.001505|
H‘O h=05 0.004830 0.018533| 0.016165| 0.012570,
" = 0;125 0.006754 0.006715| 0.005605| 0.004208,
= 0;0884 | 0.003999 0.002829| 0.003394| 0.002120
* |l h = 0;0625 | 0.002907| 0.002407| 0.002007| 0.001505|
H‘§ =05 0.002827| 0.018526| 0.016156| 0.012571
- = 0;125 0.005704 0.006710] 0.005602| 0.004208,
" = 0;0884 | 0.003805| 0.002827| 0.003391| 0.002120
+~ || h = 0;0625 | 0.002834] 0.002406| 0.002006| 0.001505|
Tabla 3.4: Ejemplo 3.2, célculo del error en norma H1() al aplicar el método de Crank-Nicholson estabi-
lizado.
0.48 0.48
0.46 0.46
0.44, 0.44
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Figura 3.6:  Primera aproximacién Figura 3.7:  Aproximaciéon de la

de la solucion calculada por el méto-
do de Crank-Nicholson estabilizado;
h=0;5.
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solucién calculada por el método
de Crank-Nicholson estabilizado, con
h = 0;0625.

Con estos datos, podemos con rmar numéricamente que el Algiamo de CN devuelve una apro-

ximacién aceptable de la solucién exacta de (3.1).



Capitulo 4

Reduccion del Modelo de Fisher
Mediante el Método POD

4.1 Introduccion al Método POD

Resolver numéricamente los problemas (3.18) y (3.15) reslal computacionalmente costoso, mas aun
cuando el re namiento de la malla (que es lo que nos permitiréobtener una mejor aproximacién a la

solucién) produce matrices asociadas a la discretizaciéreimodelo que crecen rapidamente. Por ello,
es de interés disponer de un modelo alternativo que involuerun nimero considerablemente menor de
variables.

La idea del método POD} consiste en construir una base ortonormatonveniente para el espacio
de las soluciones, en el sentido en que logra recuperar unaagrcantidad de informacion del modelo,
con un nimero signi cativamente menor de elementos que reestruyen la aproximacion de la solucién;
de manera que el objetivo que alcanza este método es el de entrar un subespacio que aproxime
un cierto conjunto de datos dado, en el sentido de lo minimosuadrados , ver [12].

El método POD permite aproximar las matrices y vectores que smponen el modelo discreto con
matrices y vectores correspondientes de tamafio mucho meno€on este nuevo modelo, es posible
calcular una solucién numérica aproximada para los problems de sistemas dinamicos apoyandose en
el método de proyeccion de Galerkin: utilizando una nueva bse que genera un subespacio del espacio
original, en el cual podemos proyectar el sistema dinamico.

Como ya se menciond, la construccion de la base ortonormal sealiza utilizando datos inheren-
tes al sistema, que contengan las caracteristicas espeesldel mismo. Para ello, primero necesitamos
obtener un niimero nito de snapshotso imagenes(cf. [9]), es decir, tener una primera observacion
de la solucion del problema evolutivo en ciertos instantes @ tiempo, una vez discretizado el intervalo
[0; T]. M&s adelante introducimos una de nicidn para los snapshat.

La solucién numérica de los problemas con ecuaciones difargales parciales y, en particular los
problemas difusivos en varias dimensiones, pueden dar luga considerar un espacio discreto con una

LProper Orthogonal Decomposition, también conocido como decomposicion Karhunen-Loéve.

40
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cantidad muy grande de variables, que a su vez provocan la rekiciéon de problemas matriciales muy
costosos. El método del los snapshots resulta ser una técaioatural para obtener informaciéon de un
sistema dinamico (cf. [12] y las referencias ahi recomendas).

Otra ventaja de utilizar el método POD es que so6lo se requiereoperaciones matriciales estandares
para obtener resultados, a pesar de ser aplicado a un problemo lineal, como podra observarse mas
adelante. Su e cacia radica en la capacidad para guardar imirmacién de la evolucién del sistema en
la base ortonormal que genera.

4.1.1 Descripcion del método

A lo largo de este capitulo, vamos a seguir el esquema propuaegor K. Kunish y S. Volkwein en [9],
junto con ciertas de niciones presentes en [4] por R. Cantriéy C. Cosner, justi caciones presentadas
por R. Pinnau en [12] y el trabajo realizado por E. Kamman y R. Trdltzsch en [8] para describir y
aplicar el método POD a nuestro problema de valor inicial.

Consideremos el espacio de Hilbert?2() dotado del producto interior ( ; J)Lz(y usualy de la
norma inducida k ki2¢y , como en el Capitulo 2. Introducimos la siguiente

De nicion 5 (Snapshots o Imagenes) Seay = y(x;t) una solucion aproximada de(2.1) en
w(@o;T) ! C([O'T'LZ()]) yseaD=t1<:::<t; <:::<t gy =T una particion del intervalo [O; T].
Paraj =1;:::; m, y; = y(x;t;) es un snapshoto imagendey al tiempo t;.

Seal = fy;gl, L2() un conjunto de snapshots del sistema, con al menos uno de aldistinto
de cero. Estos snapshots corresponden a aproximaciones desblucién que se obtienen de una primera
observacion a la resolucion del problema.

SeaVp L2() el espacio generado por los snapshots; i.&, = spanfyi;y.;:::;ymg. Sea
f g, una base ortonormal deVy, cond=dim(Vny),d m. Entonces, cada elemento del conjunto
de snapshots puede ser escrito como sigue:

xd
Yi= O ke ko 8 2fL2:nimg: (4.1)
k=1
El método POD consiste en escoger una base ortonormal ev tal que para todo ™ 2 f 1;2;:::;dg,
se minimice el error cuadréatico promedio entre las funciorey; y la “-ésima suma parcial de (4.1), es
decir, se busca una familiaf «g,_, que resuelva:

%
] g y, (yj, k)|_2() k
K9k=1 j=1 k=1 L2()
§ (4.2)
“suetoa (i )y = i paral jik

A la familia f ¢g,., que verica (4.2) se le llamabase POD de rango .

A continuacion, vamos a discutir sobre la eleccién de los spahots y la construccion de la base
POD, la cual sera utilizada para realizar una aproximacién @& Galerkin de (2.1) y asi establecer un
esquema reducido.
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De nicion 6  (Eleccién de los Snapshots) Supongamos que tomamos snapshots equidistantes. Para
ello, introducimos el término t = ﬁ correspondiente al tamafio de paso del tiempo entre ellos, o
lo que los instantes de tiempo quedan dados pgr=j t, conj =1;2;:::;m; cf. [9]. Los snapshots
Ysnapj Quedan de nidos por:

yi =y(t); G =1nm

Yj = @Y m; j=m+2;:2m;

donde 1
@y-= — Y) v 0

De manera que tomamos también como snhapshots las combinawés lineales de los snapshots que
pueden interpretarse como las aproximaciones de las derivada® y en los tiempost. Asi, por cons-
truccidn, todos los snapshots pertenecen ¥ .

Para construir la base POD, es necesario introducir la sig@inte

De nicion 7  (Matriz de Correlacion). La Matriz de Correlacion se construye a partir de los datos o
snapshots, y esta dada porC 2 R™ ™, cuyas entradas estan dadas por

CEI)=(yyidiz B =150m (4.3)

Notemos que por su de nicién, la matrizC es simétrica semide nida positiva; y en consecuencia, sus
valores propios son reales y positivos.

Buscamos construir un subespacio d&?() que contenga el mayor porcentaje posible de infor-
macion sobre el problema; es decir, buscamds kg, que sea solucién de (4.2). Para jar ideas sobre
la eleccion de la base POD consideramos el problema en diméns nita:

2

f k Oy =1 j:l k=1 RNm

8

X0 X
% mn i (¥i: Krvm «
% (4.4)

suijetoa ( i; j)rvm = § paral [k °  d;

donde N, es el nimero de nodos de la discretizacion espacid, kenm Y (; )rvm representan la
norma y el producto escalar usuales eRN™ , respectivamente, y
1 sik=j;

kj .
0 caso contraria

Observacion.- Nétese que la solucion de (4.4) a grosso modo busca minimiziardiferencia entre
las funcionesy; y su proyeccion sobre el subespacio generado por la base PODg,-, , conl ~ d.

Pensemos en una sola funcién y un sélo elemento de la base POD . La diferencia entrey su pro-
yeccion sobre estadadaporky (y; ) k2RNm . Buscamos minimizar la diferencisgky  (y; )rvm  Kgnm s
lo cual intuitivamente sugiere ser equivalente a maximizarel coe ciente de proyeccion(y; )anp -
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La siguiente gura esclarece esta idea.

y
;)
Al considerar todas las aproximacionesyj, conj =1;:::;m y los elementos de la base POD y con
k=1;:::;°, para’ d, el problema de minimizacién (4.2) equivale a resolver el guiente problema
de maximizacion:
8 X X
2 nax 05 Krvm i
5 PO g =1 (4.5)

suietoa ( «k; j)rvm = K Pparal k;j

Para resolver el problema de optimizacién dado en (4.5), se§mos [17] e introducimos el Lagrangiano
L:RN» ::: RNm R como sigue

X X L, X
L( o0y )= i rem J° F Kkl ks Prml;
k=1 j=1 jk =1
para 1;:::; - 2 RN» yla matriz diagonal 2 R cuyas entradas son ki » los valores propios de
la matriz de correlacion. Las condiciones de optimalidad dgrimer orden estan dadas por:
Q, ... : —0- N oy e f e - .
—( ;50 ) k=0; paratoda (2 R"™ yk2f1;:::;°¢g (4.6)
k
Pero
Q X X
—( 151 ) =2 i Wrvm (¥is rvm &
k=1 j=1
X X
k(K Drum WO 5 PRI &
ik =1 jik =1

xn X
=2 (Y Drve (Y55 )rvm (xk *+ )k  Drum

ot k=t 1
xn X
=@ (y;; DremY ( + «)w; A 4.7)
j=1 k=1 RN m

paratodo 2f1;:::;°g. Con (4.6) y (4.7), tenemos que

xn 1 X
i e Yi = > (k * «) K (4.8)
j=1 k=1

enRNm yparatodo 2f1;:::; g. Nétese que
X0

c = Yis Jrum Vi para 2 RNm:
j=1
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Asi, la condicion (4.8) puede expresarse como

1X
C =5 (k* W) (4.9)
k=1
en RNm y para todo 2 f1;:::;°g. Ponemos ; = j Yy procedemos por induccién. Para’ = 1,
tenemos =1 y gracias a (4.9), obtenemos
C 1= 11,

para RN» . Luego, suponemos que para 1 se verica
c = ; enRN™ ypara 2f1;:::; ¢ (4.10)

Para demostrar que las condiciones de optimalidad de primeorden necesarias para una base POD
f g\+:1l de rango” + 1, estan dadas por

c = : enRV™ ypara 2f1;:::;" +1g

consideramos la hipoétesis de induccion (4.10); por lo que Ebhace falta probar

C ‘11 = 41 41, enRNm:
Gracias a (4.9), tenemos
1 X
C =35 (wat wx) kK enRNm: (4.11)
k=1

Dado quef «g,*} es una base POD, tenemos

(~+1; j)rvm =0; paral j

Usando (4.10) y la simetria de la matriz de correlaciorC, tenemos que para todoj 2 f1;:::; g, se
veri ca
O: i ‘+l; j)RNm
=( +1:C j)rum
:(C Y41, j)RNm
1 X!
=§ ( kK +1 t ‘+1;k)( ks i)RNm
k=1

=( i+t ‘+l;j):

De donde
i1l = 413 8k2f1;:::;°¢g (4.12)
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Reemplazando (4.12) en (4.11), se tiene

1X
C u 25 (ks t c41k) kT c41 41
k=1
1X
ZE (k+1+ k+1) kT 41 41
k=1
R
con lo que queda demostrado (4.1.1) y por tantof kdk:l con” 2f1;:::;dg es solucion de (4.4).

Para el caso funcional (4.2) se tiene un resultado analogo ainterior y su demostracién es similar
(cf. [17]) lo cual permite establecer la siguiente proposién (cf. [9]).

Proposicion 3. Sean 1 2 D d > 0 los primeros d valores propios mas grandes de
la matriz de correlacion C y 1;:::; ¢ 2 R" los vectores propios asociados. Entonces, el conjunto
f «gd_, de nido por:
1 X
k(X) = p— Y (%) (4.13)
k=1
dondek =1;:::;d my L es la j-ésima componente del vector propiog, constituye un conjunto

ortonormal de funciones enL?() que resuelve el problema de minimizacion dado e@.2). En lo que
sigue del documento, llamaremos a este conjunto con el nongbde base POD

Una de las caracteristicas mas importantes de esta base eseagsus elementos estan de nidos sobre
todo el dominio y ya no estan de nidos localmente como en el @ de las funciones base del método
de los elementos nitos, las cuales son funciones a soporteropacto. Ademas, los elementos fueron
originados por los snapshots y los vectores y valores progale la matriz de correlacion, lo cual nos
permite guardar una gran cantidad de informaciéon del fenémeo en la base POD.

Ahora, la pregunta que surge inmediatamente es: ¥%cdémo eletps valoresm y d? Con respecto
a m, el nimero de snapshots a elegir, se recomienda aprovecharprimera observacion del compor-
tamiento del sistema dindmico para tomar mas snapshots de tazonas donde se observen mayores
cambios. Ademas, de [12] se puede extraer la propuesta de giteal menos un nimerom  dim(C)
para evitar elegir snapshots linealmente dependientes.

Por otro lado, con respecto al valord, el nimero de valores propios reales positivos que tomemos,
en [12] se recomienda tomar tantos cuanto porcentaje de infmacion sobre el problema se quiera
guardar, tomando en cuenta que los valores propios grandesresponden a la principal informacion
del sistema dinamico.

Para ello, se de ne elcontenido relativo de informacion como sigue:

de manera quely es mas cercano a 1 conforme se acerca an; cf. [12]. Con esto, el subespaci¥y
contiene un porcentajep de la informacion del sistema. Asi, el autor de [12] sugierdegir un valor d
tal que n o

d=mn | :I — (4.14)
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De la de nicién de |4 se puede concluir que, mientras mas rapido decaigan los vaés propios, mas
informacion estd contenida en pocos valores propios y, pooltanto, el problema se puede reducir
signi cativamente. Aunque |4 es una medida de la cantidad de informacion que contiene la ka POD,

un andlisis de error es necesario para determinar cotas detrer.

El conjunto f jgjd:]_ es una base ortonormal que genera un subespacio Hé() . De manera que
podemos utilizar esta base en la proyeccion de Galerkin, y selver el sistema dado por la formulacién
variacional. Es decir, con esta nueva base ortonormal, podeos formular un esquema analogo a (3.8):

2
@@{ym; i)t (ryksrsr ) +H(uyker; j) r(Yesrs )+ —r(ykym; i)= L(y&; i) (4.15)

donde ( ; ) corresponde al producto interior en el espacid.?() .

En los documentos [9] y [12], podemos encontrar resultadosug muestran como los valores pro-
pios de la matriz de correlacién decaen rapidamente, y por tao el nimero de elementos de la base
requerida para la solucion del problema se reduce signi catamente.

Por otro lado, es de interés conocer las estimaciones de los@es de aproximacion del método
POD. Sin embargo, éste sigue siendo un tema en estudio actumaénte, como se pueden ver en las
referencias recomendadas en [12]. En la siguiente propasic, presentamos las estimaciones a-priori
obtenidas en [9].

Proposicion 4 (Estimacion del Error de Aproximacion del Método POD). Para todo~ d tenemos
la siguiente formula de estimacién del error de aproximacion:

X 2
Y(tj) (y(ti); k)|_2() k +

;) @W); kL2 = K (4.16)

j=2 k=1 L2() k="+1

4.1.2 Modelo de Fisher reducido

Ahora, vamos a discutir algunos detalles del nuevo esquemaado por (4.15), el cual va a ser resuelto
numéricamente utilizando el Algoritmo 3, pero tomando comofunciones test a las funciones i, con
k=1;:::;d de nidas como en (4.13). Es decir, se considera la siguienggproximacion de la solucion:

xd
y(x;t) wo(t) (%)

=1

Para establecer el esquema reducido introducimos las siguites matricesM , K , M, M,
analogas a las de nidas en (3.22), pero dadas por los elemestf jgjdzl de la base POD construida.
Por un lado, la Matriz de Masa en la base PODnotada por M tiene por componentes las cantidades

analoga al método de los Elementos Finitos. Entonces

M =12RY 9 (4.17)
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es la matriz identidad de dimensiond.

Por otro lado, la Matriz de Rigidez en la base PODnotada por K , tiene por componentes:
K G1)y=(r j;r |)L2() ; plh=21;:00d (4.18)

Finalmente, las matricesM, y M, tienen por componentes los valores dados respectivament®p

z
My G =Cu i e = ulat) jx) 1()dx; (4.19)

y z
My G = (Y 53 Dz = V(i) (%) 1(x)dx; (4.20)

De manera analoga al sistema completo (ver seccion 3.1.2, gida 28), una vez hechos los célculos
de (4.18), (4.19), (4.20) y del vectorwy = wZ(t), podemos establecer el siguiente sistema de EDO en
la base POD:

M W, ()+ K wis (B)+ M, (Wi (1)
M Wi (L) + gMyk (w1 (1) = Im Wi (1); (4.21)

cont 2 [0; T]. Resolveremos este problema en la siguiente seccién utdizdo el método de CN estabi-
lizado utilizando los esquemas de Euler Implicito y de Cranic-Nicholson analogos a los obtenidos en
la seccion anterior:

Proposicion 5 (Newton + El, en la base POD). Si al sistema (4.21) se le aplica el método de Euler
Implicito, se obtiene un sistema lineal de la forma:

Ak Wik +1 (ti+l ) = Q(; (4-22)
donde:
2r
Ac=M + t K +My(tisa) M+ —Myk(ti+1) :

r
=M W (E)+ =M wy(tie):

o
[

Proposicion 6 (Newton + CN, en la base POD). Al aplicar al sistema (4.21) el método de Crank-
Nicholson, se obtiene un sistema lineal de la forma:

Ak Wk+]_ (ti+]_) = q< , (423)
donde

t 2r
A =M+ — K+ My(tia) ™M+ =My, (tiv)
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t 2r
b= M > K +M,(t) M + _Myk(ti) Wi+ (ti)

+ rz_tM (Wh (tiea ) + Wi (1)) :

De manera analoga a la Seccion 3.2.2 en la pag. 37, introduais las matricesM ;. | y M, cuyas
entradas corresponden a los valores de la funciom en los tiempost; ; y t; respectivamente, y en la
base POD. De la misma manera, introducimos también las matdesM,,, , y M, .

Con las Proposisiones 5 y 6 podemos establecer el siguientgaitmo, analogo al Algoritmo 3,
considerando los esquemas en la base POD:

Input: N, (NUumero de pasos para el método de Newton\; (NUumero de subintervalos de
intervalo de tiempo),valor inicial yg, valor de u.
Output:  Soluciéon aproximada de (3.1) notada poWnew
1: Inicializar W, resolviendo el problema de valor inicial lineal.
2: while (k <N p y criterio de parada) do
3: fori=1;2do

4: Calcular Whew(:; ti) resolviendo (4.22)
5 end i

6: for i=3:N;do

7 Calcular Whew(:; tj) resolviendo (4.23)
8: Asignar My, , = My,

9: Asignar My, . = My

10: end i

11:  Asignar W4, = Wnew:

12: end k

13: return - Whew

Algoritmo 4: Crank Nicholson estabilizado, aplicado al esquema con la ba se POD

4.1.3 Construccion numérica del esquema en la base POD

En esta seccion, vamos a explicar la aplicacion del método HDa nuestro problema (2.1) y vamos
a resolverlo numéricamente. El esquema de resolucién se g@aeducido en el sentido en que seremos
capaces de resolver el sistema matricial del problema con rimces de tamafio signi cativamente menor
y obtener unabuen& aproximacion de la solucion.

Comenzamos resolviendo numéricamente el esquema (3.20) ldeSeccion 3.1.4. Segun la triangu-
larizacion de la malla que hayamos tomado y segun la particid del intervalo de tiempo que hayamos
hecho, la matriz solucionW puede tener dimensiones muy grandes: tiene tantas las comnodos en
la malla y tantas columnas como instantes de tiempo considedos.

A continuacién, vamos a elegir un nimerom de snapshots, que en nuestro caso, corresponden
a m columnas de la matrizW. Tomamos m snapshots equidistantes, en los tiemposc = k t, con

2\er resultados en las tablas de la Seccion 4.2.
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k=1;2;:::;m, donde t el tamafio de paso corespondiente.
A partir de estos m vectores, vamos a construir la matrizYsap , de los snapshots. Siguiendo el esquema
de [9], esta matriz se de ne como sigue.

De nicion 8 (Matriz de Snapshots). Sea t = ﬁ el tamafio de paso en el tiempo entre los
shapshots. Entonces, laMatriz de Snapshots tiene por elementos:

Ysnap (35) = W()); j=1;00m;

Ysnap (1) = @W:;j  m); jEm+2;:02m;
donde 1
@W:;j) = — WG wWER D
Por construccion, todos los snapshots pertenecen ¥.

Ahora, construimos la Matriz de Correlacion C de nida en (4.3). Dado que hemos obtenido la
matriz Ysnap NuMericamente, no contamos con las funcioneg sino con aproximaciones numéricas de
ellas, por lo que no podemos calcular las entradas exactas & matriz C. Entonces, calculamos una
aproximacion de la marizC como se propone en [12]:

C Yenap M Ysnap ; (4.24)

donde Y, es la matriz transpuesta de la matriz Ysnap Yy M es la matriz de masa en la base de
elementos nitos.

Para obtener los valores y vectores propios de la matriZ, utilizamos el comandoeig , el cual nos
devuelve una matriz diagonal con los valores propiosy de C y una matriz cuyas columnas corres-
ponden a los vectores propios correspondientes.

Utilizando (4.14), calculamos el valor ded segun el porcentaje deinformacién del sistema que
deseemos guardar. Una vez determinado el nimerbde valores y vectores propios asociados que vamos
a utilizar, construimos la matriz , cuya k-ésima columna esta dada por el vector correspondiema
la aproximacion de la funcion test ¢ de nida en (4.13), de la siguiente forma:

1
¢ 5k)= p:stnap k- (4.25)

Ahora, vamos a ensamblar las matrices dadas por (4.17), (48]}, (4.19) y (4.20). Como ya se indico,
la Matriz de Masa en la base POD esta dada por la matriz de Identdad de tamafio d:

M =12RY ¢
Mientras que la Matriz de Rigidez se aproxima de la siguientananera (ver [9]):
K ™K

donde K es la matriz de rigidez en la base de los elementos nitos.
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Por otro lado, calcular las coordenadas de las matricell,, y M, requiere de un trabajo numerico
extra, puesto que hemos obtenido las funciones mediante una aproximacién numérica; es decir, no
contamos con funciones continuas sino con vectores corregmlientes a la aproximacion de ellas en los
determinados nodos de la malla y en cierto instante de tiempo

En este caso, ya no podemos usar el comandssemade Matlab, puesto que funciona con elementos
lineales y a soporte compacto; pero en el sistema dindmico glestamos estudiando, no tratamos con
elementos lineales necesariamente, y en general, tampoconsa soporte compacto, sino que estan
de nidos sobre todo el dominio. Esto es bene cioso puesto qeiya no tratamos con informacién local,
sino que esta nueva base ortonormal guarda mas informacidretisistema dinamico. Sin embargo, nos
resulta una di cultad puesto que no podemos calcular analicamente los valores de las integrales

Z Z
u(Gt) () 1Qdx y V(1) (x) 1(x)dx:

Para subsanar este problema, vamos a aproximar el valor delrpducto enL?() aplicando la formula
prismoidal utilizada en [8], que se basa en la interpolacién lineal de onodos de las funciones base
del POD con los baricentros de los triangulos de los elemergonitos.

Supongamos que tenemos un nimerd de triangulos que aproximan . Siguiendo la notacion de
[8], lamamosx al centro de masa yA al area del triangulo correspondiente , con =1;::;N .
Entonces, podemos encontrar un valor aproximado de la sigante integral:

z X
j(x) 1(x)  (x)dx A y(x o) jxo ) ax ) (xo): (4.26)

=1

Consideramos la aproximacion de las funcioneg y u con respecto a la base POD:

xd xd
ye(X: 1) Y (); u(xt) u () - (4.27)

=1 =1

para ciertas funcionesy, (t), u (t) con =1;:::;d. Con (4.26) y (4.27), se puede aproximar el valor
de las integrales dadas en (4.19) y (4.20) como sigue:

Z !
Z xd
Ye(Xt) j(X) 1(x)dx Y (1) (X)) j(x) ((x)dx
=1
z

xd
= Yie (1) (x) () 1(x)dx

xd X
e(@® A () ) ax )

=1 =1

Z !
Z xd
u(x;t) j(x) ((x)dx u ) x) jx) (x)dx
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xd Z
= u (t) (x) j(x) 1(x)dx

R
u® A (x ) )ax)

=1 =1

cont 2 [0; T]. Por otro lado, las componentes del vectom estan dados por(yZ; j). Si consideramos
la aproximacion de yy

xd
Y (X; 1) Y () (%);

=1

entonces las componentes dey quedan dadas como sigue

0 I, 1
xd
o) @y (0 ;A
o 1
xd _
=@y () YD) ) 100A
Z;j =1
xd 4
= Y (OYR(®) (X)) 1(x)dx
d =1
Z

VeOYK® 00 100 1) dx;
Jo=1
Z
paral = 1;:::;d. Luego, la integral (x) j(x) 1(x)dx se calcula como en (4.26), utilizando la

férmula prismoidal.

Notese que para calcular el valor de estas integrales, es msario ademas aproximar los valores de
las funcionesyy y u con respecto a la base POD, pard 2 [0; T]. Para ello, es necesario realizar un
cambio de basale estas funciones en cada tiempgt, utilizando la proyeccion de Galerkin. Llamemos
yP y u", respectivamente, a las aproximaciones de dichas funcioseen la base de elementos nitos.
Entonces, recordando (4.18), las aproximaciones de éstasriciones en la base POD esta dada por:

h T h T

ety oy Mo ux;ty  u' M

donde T denota la transpuesta del vector.

4.2 Experimentos Numeéricos para el Método POD

La reduccién del Modelo de Fisher se realiza sobre una primarresolucién numérica del sistema,
utilizando el algoritmo 3 sobre la malla dada por la gura 3.2 con lo que obtenemos la matriAV, que
corresponde a la aproximacioén de la solucién del problema (2).

Para la experimentacion numérica utilizamos el toolbox de euaciones diferenciales parciales de
MATLAB para ensamblar las matrices de masa y de rigidez del m#®do de los elementos nitos aso-
ciados al problema.
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Para efectos experimentales, los ejemplos fueron resuedten un servidor HP con 2 procesadores
XEON X5670, con sistema Linux Cehtosde 64bit con 96GB de memi@ RAM.

Aplicamos el método POD al Ejemplo 3.2 considerando una digetizacion mucho més na, lo
cual genera un problema matricial de tamafio mucho mayor, paa observar como funciona. Para ello,
re namos la malla dada por la gura 3.2 hasta obtener 16384 tiangulos (h  0;016).

De la aproximacién numérica obtenidaW, tomamos una cantidad de snapshots igual al nimero
de columnas de la matrizW . En este caso, elegimos los snapshots con un intervalo dertipo t igual
al tamafio de paso dado por la particion del intervalo[0; T], como en la De nicién 8; de manera que
tomamos todas las observaciones obtenidas tiempo a tiempo.

A partir de ellas, construimos la matriz de correlacion comoen (4.24), y obtenemos los valores
propios de la misma. En la siguiente gura, se muestra el raglo decrecimiento de los mismos, lo cual
demuestra como la informacién del problema se condensa ensl@rimeros valores, permitiéndonos
aplicar el método POD con una base bastante pequefia y, por tdo, resolver el mismo sistema con un
ndmero signi cativamente menor de variables.

10%° : :

[%2]
S
g210° | ]
E AN
g \\
510° | — ]
g Tl
~—
-10 ‘\‘\
0™} .
-15
10 ‘ ‘ N N
1 2 3 4 5 6 780910

10 primeros valores propios

Figura 4.1:  Ejemplo 3.2, 10 primeros valores propios de la matriz de corr elacién. Con h  0;016y Nt = 800.
(Escala logaritmica).

Para aplicar el método POD tomamosd = 6 lo cual, de acuerdo al indicadorl 4, corresponde a
guardar un 99,99 % de la informacion del problema. Luego, construimos la base ®D como en (4.25),
cuyos elementos construidos quedan como sigue:

3La cantidad de informacion guardada es muy alta incluso tomado pocos valores propios de la
matriz de correlacion debido a que estamos resolviendo un pblema bastante regular. Mas adelante,
en el capitulo de la experimentacion numérica observaremas ejemplo en el que es mas notoria la
diferencia de la informacién guardada al tomar pocos o muct®valores propios.
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Figura 4.2: Primer elemento de la Figura 4.3: Segundo elemento de la
base POD, con h =0;016y Nt = 800. base POD, con h =0;016y Nt = 800.
Figura 4.4: Tercer elemento de la Figura 4.5: Cuarto elemento de la
base POD, con h =0;016y Nt = 800. base POD, con h =0;016y Nt = 800.
Figura 4.6: Quinto elemento de la Figura 4.7: Sexto elemento de la ba-
base POD, con h =0;016y Nt = 800. se POD, con h=0;016 y Nt =800.

Para efectos de comparacion, resolvemos el sistema aplickmel Algoritmo 3 (el método de CN
estabilizado) y aplicamos el método POD variando el valor detamafio de paso temporal: t =
1=300; 1=500; =800 y €l nimero de elementos de la base PODI = 2; 4; 6.

La Tabla 4.1 contiene los valores de la suma de los errores dpraximacion del método POD en la
normaL?() ; ver (4.2), pag. 41. Estos valores resultan de comparar lo®sultados obtenidos al aplicar
el método POD con los dos métodos de integracion numérica: ehétodo de Euler Implicito y el de
Cranck Nicholson estabilizado, a los que nos referimos por®D+EI y POD+CN, respectivamente.
La Figura 4.8 muestra estos datos en funcion de t, correspondientes a los valoredh 0,016y d=6.

Se puede observar que los errores decrecen conforme se dligenimero mayor ded y de Ny, pues
esto signi ca guardar una mayor cantidad de informacién delmodelo y tener una discretizaciébn mas
na del intervalo temporal, respectivamente.
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t = =00 t = =00 t = =00
POD + EI POD + CN POD + El POD + CN POD + El POD + CN
d=2 0,03891 0;,04206 0;06890 0,07215 0;11380 0;11709
d=4|59202 10°| 10331 10°| 27536 10°|24005 10 °| 73445 10°|7,7808 10°
d=6]71312 10°|23333 10°| 44363 10°]3,00568 10°| 28551 10° 38413 10°
Tabla 4.1: Ejemplo 3.2, errores de aproximacion Esquema Original
vs. Esquema reducido (POD+EI, POD+CN).
10° ‘ ‘ ‘
-
[ —POD +CN
10*} \\\'\\\;\\ 1
g 10°F
lO’B/
10'750 2N60 30 500 650 800
Figura 4.8: Errores de aproximacion de los esquemas reducidos (POD+Ely POD+CN)

en funcibn de t= 1=¢,cond=6 y h 0;016; en escala logaritmica.

La gura 4.9 corresponde a la comparacion de los errores de agximacion en normal?() al
mantenerh  0;016y jar d=6 y N; = 800. En ella se observa cémo el método POD+CN tiene un
error de aproximacion menor que el método POD+EI, lo cual es gperable dado que el método de CN
es de orden 2:

x10°

r |—POD+CN
—POD + El

error
N
4]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 4.9: Errores de aproximacion del esquema reducido + El

vs. esquema reducido + CN.

Al jar el valor N = 800, y variando los valores ded, se obtienen los gra cos dados en las si-
guientes Figuras 4.10 y 4.11, en las que se comparan los emerde aproximacion al aplicar el método
POD con los distintos métodos de integracién numérica: El y G©l.
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0 0

10 10

Figura 4.10: Ejemplo 3.2: errores de

aproximacion del método reducido to-

mando d = 2 ;4; 6 + método El, en escala
logaritmica.

Figura 4.11: Ejemplo 3.2: errores de

aproximacion del método reducido to-

mando d = 2;4;6 + método CN, en es-
cala logaritmica.

Por otro lado, jando el valor d =6, y variando los valores deN¢, se obtienen los gra cos dados en
las Figuras 4.12 y 4.13, que comparan también los errores d@mximacion en normal?() al aplicar

el método POD + El o POD +CN.

R L— : : :
——Nt=800 o
3F | —Nt=500 P -
—Nt=300
2.5¢ /
. 2t
S /
® 150 /
/
1F /
ost /
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8

t

Figura 4.12: Ejemplo 3.2: errores de apro-

ximacién del método reducido tomando
N¢ = 300;500; 800 + método El.

12810 : : ‘
PR —— Nt=300
1t / ——Nt=500 ||
/ ——Nt=800
0.8 ) i
/ -
0.6 | 1
0.4 1
0.2 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 06 08 1

t

Figura 4.13: Ejemplo 3.2: errores de apro-
ximacién del método reducido tomando
Nt = 300;500; 800 + método CN.

Ahora, vamos a analizar un ejemplo distinto a los Ejemplos 3 y 3.2 para ver el comportamiento
del método de resolucion. En este ejemplo vamos a considerana poblacion cuyo estado inicial

representa un foco de concentracion poblacional.
Ejemplo 4.1. Tomamos = (0 ;1) (0;1), x=(xz1;X2) 2 Y las siguientes cantidades:

(X1 052 +(x2 05)?

Yo(X1; X2;0) = exp 0.02 +5;
r Yy Y

ux;t)=r —-y(xt)+ — =—; 60

(x;1) y(x;t) vy y

r=1; =1; T=1

Ademds, vamos a seguir trabajando sobre la malla dada por laigura 3.1, re nada utilizando el
comando re nemesh hasta obtener16384triangulos que dan lugar al valorh  0;016.
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Las siguientes guras corresponden a los gra cos de las saliones aproximadas por el Algoritmo
3, tomando N; = 800. En ellas se puede observar un fendémeno difusivo cuyo estaducial representa
una concentracion alta de la poblacién en una zona relativamnte pequefa del espacio considerado:

Figura 4.14:  Ejemplo 4.1, Solucion Figura 4.15: Ejemplo 4.1, Solucion
Aproximada con método CN estabi- Aproximada con método CN estabi-
lizado, al tiempo t=0. lizado, al tiempo t=1.

Utilizando las aproximaciones obtenidas en cada tiempo, awstruimos la matriz de correlacion y
obtenemos sus valores propios:

10" : ‘ ‘

10° | ]

10° t \ ]

10° + e 1

Valores Propios

10+ ]

-15 L L L
10 1 5 9 13 17

17 primeros valores propios

Figura 4.16: Ejemplo 4.1, 17 primeros valores propios de la matriz de corr elacion.
(Escala logaritmica).

Las Figuras 4.17, 4.18, 4.19 y 4.20 corresponden a alguno®mentos de la base POD que se
construyeron al tenerh  0;016y al haber elegidod =5 y N = 800.
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Figura 4.17:  Primer elemento de la Figura 4.18:  Segundo elemento de
base POD, para el Ejemplo 4.1. la base POD, para el Ejemplo 4.1.
Figura 4.19: Tercer elemento de la Figura 4.20: Quinto elemento de la
base POD, para el Ejemplo 4.1. base POD, para el Ejemplo 4.1.

Analoga a la Tabla 4.1, la Tabla 4.2 representa los datos tonmdos al tomar distintos valores de
t y d. Como este ejemplo es mas complejo que el anterior, se obtemn mayor nimero de valores
propios signi cativos de la matriz de correlacion C. De manera que es necesario tomar un nimero
mayor de elementos de la base POD para construir el esquemadcido que, sin embargo, sigue siendo
pequefio en comparacion al numero de bases del método de eletos nitos.

t = 1=300 t = 1=500 t = 1=800
POD + EI POD + CN POD + EI POD + CN POD + EI POD + CN
d=3 0.30361 0.30396 0.49160 0.49220 0.74820 0.74914
d=>5 0.15493 0.15516 0.26123 0.26165 0.42421 0.42491
d=10] 79675 10° 87377 10°]21388 10 *[ 23070 10 *|50535 10 %[ 53845 10 *

Tabla 4.2: Ejemplo 4.1, errores de aproximacion Esquema Original
vs. Esquema reducido (POD+EI, POD+CN).

La gura 4.21 representa los valores del error en funcién de t.
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200 400 600 800

Figura 4.21: Errores de aproximacion de los esquemas reducidos (POD+Ely POD+CN)
en funcibn de t= 1=n¢t,cond=10 y h 0;016; en escala logaritmica.

La gura 4.22 corresponde a la comparacion de los errores dgpeoximacion en normalL?() al
jar d=10y N¢ =800, en la que se observa que los errores son menores al utilizangtodo reducido
(POD) aplicando CN, en comparacién con el método reducido aoEl :

6
1.6%10 : : : :

—POD + CN
14 — POD + El

1.2r 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.22:  Errores de aproximacion del esquema reducido + El
vs. esquema reducido + CN.

Los siguientes gra cos corresponden a la comparacion de l@srores de aproximacion en norma
L2() , variando los valoresd y N;. En ellos se observa como se obtienen menores errores de apro
macién conforme se toman mayores valores diy de N, a la vez que los errores de aproximacién son
menores al utilizar el método POD+CN que al utilizar el método POD+EI:
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—d=3

error

-10

10

10° 107 10

t
Figura 4.23: Ejemplo 4.1, errores Figura 4.24: Ejemplo 4.1, errores
de aproximacion del método redu- de aproximacion del método redu-
cido jando N: = 800 y tomando cido jando N: = 800 y tomando
d =3;5; 10 + método El. d =3;5;10 + método CN.
15%10° . : : : 16210° : : : :
—Nt=800 1.45 —Nt=300 B
—Nt=500 —Nt=500
—Nt=300 1ol [==Nt=800 ]
1t ]
1t 1
_— 0.6 1
0.5¢ 1
~ 0.4f 1
g 0.2 / 1
G0 - 0.2 0.4 ) 0.6 0.‘8 1 GO - 0.2 0.4 ) 0.6 0.8 1
Figura 4.25: Ejemplo 4.1, errores de Figura 4.26: Ejemplo 4.1, errores de
aproximacion del método reducido aproximacion del método reducido
jando d =10 y tomando jando d =10 y tomando
Nt = 300; 500; 800 + método EI. Nt =300;500; 800 + método CN.

4.3 Experimentacion Numérica y Simulacion del Mo-
delo de Fisher

Para observar los resultados de la aplicacion del método sobel modelo, hemos construido un ejem-

plo que, a pesar de no ajustarse por completo a las hipotesigdricas, es un poco mas aplicable ya

gue permite predecir el comportamiento de una poblacién noiferenciada que crece conforme pasa el

tiempo, y que se dispersa sobre el territorio ecuatoriano denanera uniforme. Sin embargo, para rea-

lizar estudios mas realistas se podria considerar la existeia de un ujo a través de las fronteras, por

ejemplo, considerando condiciones de frontera de Robin. Pa la simulacion, consideramos el dominio
R?, discretizado dado en la Figura 4.27.
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Figura 4.27: Mallado sobre un dominio que representa al mapa del Ecuador; h  0;096.

Seanx = (X1;X2) 2 ,t 2 [0;2]. La poblacién inicial yo = y(x; 0) viene dada por la siguiente
funcion, que representa tres focos de condensacién poblaoal que pueden verse claramente en la
Figura 4.28.

8
2 X1+ X2 sik(x1;X%2)  (0;3;0;8)kr2 051
y(X1;x2;0) = 0k(x1;x2)  (0:4,0;3)kgz  0;1;

0 caso contrario.

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 4.28:  Simulacién, estado inicial y. Gracos de la funcién yo = y(x; 0).

Sin 4nimo de incurrir en una rigurosidad geogra ca, dividimos el mapa ecuatoriano en tres re-
giones que representan a: la Costa (9 x3; < 0;3), la Sierra (si 0;3 x; < 0;7) y la Amazonia
(si 0;7 x3 1). Consideramos una poblacion que crece en funcion de la huehed presente en el
ambiente, la cual a su vez depende del tiempo.
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La funcién u(x;t) representa la capacidad de suprimir individuos segun la huedad del ambiente
y el paso del tiempo. Dicha funcion se construye tomando vales constantesl, 2y 3 segun la region: a
menor humedad, mayor capacidad de suprimir individuos; porejemplo, el valor mas alto se encuentra
en la Sierra, ya que es el lugar en el que el crecimiento pobiaoal se podria controlar mejor.

Ademas, se considera la humedad dependiente del tiempo, amiendo que la humedad crece li-
nealmente (en la Sierra), cuadraticamente (en la Amazoniay cubicamente (en la Costa) a lo largo
del afio asumiendo que el Ecuador tiene 2 momentoserano e invierno.

La Figura 4.29 corresponde a los gra cos del porcentaje de imiedad dependiente del tiempo.
Aunqgue estas suposiciones no son del todo realistas, queresnexperimentar sobre el modelo con
situaciones que podrian presentarse en la practica.

0.7

—Amazonia
—Sierra
—Costa

0.651

porcentaje de humedad

Figura 4.29:  Funcién u( ;t), que representa la humedad presente
en las tres regiones del dominio. La funcién u varia con respecto
al tiempo pero es constante a trozos en el espacio (ver Fig. 4. 30).

Con todo esto, la funciénu queda representada en la Figura 4.30 y de nida como sigue:

8
> 1( 0;145t%+0;3551t2 0;2301t + 0:6); si 0 x31<03
u(xg; xz;t) = S 3( 0;05t+0;5); si 0,3 x1<07
2( 0;17t2+0;19t+0;7); si 0,7 x; 1L

Los parametros del modelo de Fisher que tomamos para la experentacion son los siguientes:

Para comenzar, resolvemos el problema utilizando el Algatino 3. Construimos la matriz de snaps-
hots Ysnap tomando los snapshots de la misma manera que en el ejemplo @nior: tomamos todas las
aproximacionesW (:; i) donde cadai corresponde a un nodo de la particién temporal y construyend
a partir de ellas los elementos@Wcomo en la De nicién 8, pag. 49. Luego, construimos la matrizle
correlacion

C = Ygap M Yonap ;

y obtenemos sus vectores y valores propios. Con ellos congitmos los elementos de la base POD y
resolvemos el esquema reducido.
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11

0.9
0.8

0.7

0.6

0.5

Figura 4.30: Graco de la funcién u evaluada t =0.

La Figura 4.31 muestra los errores de aproximacion obtenidal aplicar el método POD a este
problema cond = 10, sobre el mallado del dominio dado en la Figura 4.27 W = 400:

10 T T T

error

Figura 4.31: Simulacion, errores de aproximacion del método CN y
el método POD + CN, con d=10,h 0;096y N{ =400.

Dado que estamos estudiando un método de reduccion del modetle Fisher, es de interés ob-
servar los resultados al considerar un problema muy grandegn términos del costo computacional.
Para ello, re namos la malla que representa al mapa del Ecuaat hasta obtener 198 641 nodos que
dieron lugar a 393 728 triangulos, corh  0;006, y tomamos 1 000 subintervalos del intervalo temporal.

Procedemos de nuevo a resolver el esquema original y obteneslos snapshots con los cuales
construimos la matriz de correlacion. El notorio decreciménto de los valores propios de la misma se
puede observar en la Figura 4.32.

Recordemos que los valores propios de la matri€ representan la cantidad de informacién del
problema guardada. En este caso, al ser un problema mas corep, es necesario tomar un mayor
niamero d de valores y vectores propios para construir la base POD de ma&ra que se obtenga una
mejor aproximacion a la solucion.
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Valores Propios

10

1 5 9 13 172125
25 primeros valores propios

Figura 4.32:  Graco de los valores propios de la matriz de
correlacién C, en escala logaritmica.

Al tomar d =13, el porcentaje de informacion del sistema es casi el 100 %:

Pl3
%, | _ 1,902052875774511 16°
lgy= P L - = -0-
4 T T 1.902052875774615 108 | 010000 0009999945

Nétese que tomamos apenas 3 valores propios mas y, a pesar de dp discretizacién es mas na, sigue
habiendo un gran porcentaje de informacion guardado.

Las Figuras 4.33, 4.34, 4.35 y 4.36 muestran los primeros cima elementos de la base POD cons-
truida.

Figura 4.33:  Primer elemento de la base POD,
asociado al valor propio 1 1;90205249981
10°.

Figura 4.34: Segundo elemento de la base POD,
asociado al valor propio » 3;00170 102.

Al resolver el sistema reducido, se obtuvo una soluciébn apkimada de tamafio 13 2001 la
cual ocupa208104 KB y que fue resuelta en aproximadamente 15 minutos; mientra que la solucién
aproximada obtenida utilizando el esquema de EF es de tamafi®98641 2001 lo cual ocupa aproxi-
madamente 3;1798GB y fue resuelta en aproximadamente 10 horas, tomando un timapo aproximado
de una hora para cada iteracién del método de Newton. Con est&xperimento se con rma la reduccién
del costo computacional que genera el aplicar el método POD.
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Figura 4.35: Tercer elemento de la base POD, Figura 4.36: Cuarto elemento de la base POD,
asociado al valor propio 3  36;80345. asociado al valor propio 4  30;28986.

Este método permite guardar la informacion del sistema y reslver el problema utilizando un na-
mero signi cativamente menor de variables, pero una duda sita a la vista: ¥2c6mo nos bene cia esto
si para construir la base POD es necesario resolver el esquanitilizando el MEF? Es decir, queremos
saber si el método POD es util para obtener resultados cohentes al perturbar los datos del problema
y evitar el tener que primero resolverlo primero mediante unmétodo computacionalmentecostoso

Para responder esta pregunta, y pensando en una futura apkcion en el area del Control Optimo,
consideramos una funciora(x; t) = u(x;t)+ ", una version perturbada de la funciénu(x; t). Tomamos
0 ",y resolvemos el esquema reducido (4.21), con la base POD ebida al resolver el problema con
u= u(x;t).

Consideramos la malla dada en la Figura 4.27 y jamosN; = 400. Por motivos de comparacion,
resolvemos también el problema con el esquema dado por el MEEsando el Algoritmo 3). La Figura
4.37 muestra los errores de aproximacion en norma?() entre el sistemaperturbado resuelto por el
método POD vy el sistema perturbado resuelto por MEF, tomando =0;001y =0;1.

Finalmente, en la Figura 4.38, se pueden observar los errasede aproximacion al considerar el
problema perturbado tomando un valor de perturbacién relaivamente alto: " = 0,;7. Se observa que,
a pesar de perturbar la funciénu con un mayor valor, el error de aproximacion sigue siendo peggfio.

x10*

Figura 4.37:  Simulacion, gra co de los errores de aproximacion obtenido s al aplicar el método POD+CN
al problema perturbado, tomando " =0;1y " =0;001
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error

Figura 4.38:  Simulacioén, gra co de los errores de aproximacion obtenido s al aplicar el método POD+CN
al problema perturbado, tomando " =0;1," =0;001y " =0;7.

Con todo esto, se puede observar que el método POD es util pa@btener resultados coherentes
en problemas parecidos al problema original, resolviendd sistema perturbado utilizando el método
POD y aprovechando la informacién obtenida al resolver el sitema original y la reduccion del costo
computacional de resolucién que ofrece el método POD.



Conclusiones y Recomendaciones

Para escribir este proyecto de titulacién fue necesario coprender como esta establecido el modelo de
Fisher para el crecimiento poblacional sobre un espacio deod dimensiones y a través del tiempo. A
pesar de ser sencillo, este modelo sirve de base para el estude modelos mas complejos. Resolver
numéricamente el problema de valor inicial nos permitié enontrar una solucién aproximada que puede
aplicarse a problemas reales como el de recoleccién o aniqeion de individuos de una poblacion.

La ecuacion de Fisher es de tipo parabdlica semilineal, de mara que fue necesario linealizar el
problema aplicando el método de Newton para poder aplicar enétodo de Elementos Finitos. En un
primer momento, se resolvié el esquema obtenido utilizandel método de Euler Implicito, pero los
resultados obtenidos no fueron satisfactorios: era necasa una discretizacién muy na de la variable
temporal para obtener errores de aproximacion que decrezoaen cada iteracion, y esto provocé un
notorio crecimiento del costo computacional asociado a laesolucion del sistema. De manera que
fue necesario aplicar un método de resolucién de ecuacionéderenciales ordinarias mas estable: el
método de Crank-Nicholson, con el cual se obtuvieron mejogeresultados ya que el error se redujo
considerablemente conforme se realizaban re namientos da malla y utilizando un nimero aceptable
de nodos temporales.

A partir de la aproximacion a la solucion obtenida, y como purio central de este proyecto de
titulacion, aplicamos un método de reduccién del modelo: emétodo POD. Con éste se obtuvieron
resultados muy positivos: se logré resolver el modelo de Hisr utilizando un nimero signi cativamente
menor de variables, ya que se construye el esquema de los Ekamtos Finitos pero con un conjunto
de funciones test (al que llamamosBase POD) que contienen mucha informacion del fendmeno. Esto
se debe a que cada elemento de la base fue construido a partie tbs valores propios obtenidos de la
Matriz de Correlacion asociada a los resultados obtenidosnela resolucion numeérica por el método de
Cranck-Nicholson. La informacién guardada se re eja en la hse de funciones test que estan de nidas
sobre todo el dominio del problema, el cual no es el caso de lase de funciones test del método de
Elementos Finitos clasico, puesto que éstas son lineales ysaporte compacto.

Los experimentos numéricos se realizaron considerando perbaciones en los datos del problema
para comprobar la estabilidad de la aplicacion del método PO en problemas perturbados. En par-
ticular, consideramos la perturbacién de la funciénu y resolvimos el esquema reducido obteniendo
resultados positivos, ya que el error de aproximacion en laorma L?() de la solucién obtenida fue
bastante pequefio.

En conclusion, el método POD es un método que reduce signi dwamente el tamafio del pro-
blema de Fisher, obteniendo muy buenos errores de aproximan. Ademas, este método es util para
obtener resultados coherentes en problemagsarecidos al problema original, de manera que es nece-
sario resolverlo utilizando el esquema de elementos nitosina sola vez, y luego se puede proceder a
resolver el sistema perturbado utilizando el método POD, locual aprovecha la reduccion del costo
computacional de resolucién que ofrece el método POD.
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Para aplicar este método a problemas mas especi cos en el arde Biomateméticas, recomendamos
realizar un estudio previo detallado con respecto a los paréetros del fendmeno, puesto que segun las
relaciones entre ellos permiten o impiden la aplicacion inmdiata de resultados obtenidos en la teoria
de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, por ejemplo, a largo de la demostracion de existencia y
unicidad de la solucién, y la aplicacién de los métodos numéros.

Con respecto a la implementacion numérica de los esquemas posible utilizar otros métodos de
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias que pah resultar mas e cientes en términos del
error de aproximacion, pero considerar el costo computaci@l que esto implicaria.

Ademas, se pueden considerar una discretizacion mas dife@ada del dominio, siendo mas na
al rededor de los puntos espaciales donde la frontera se mtirgsmas irregular o cerca de los instantes
donde las funcionesyy y u cambian rapidamente su pendiente.

Con respecto a la aplicacién del método POD, también se puedetomar los snapshots de una
manera diferenciada: tomando mas snapshots en las iteracies en las que mas cambio se nota en los
calculos de la aproximacion. Ademas, se puede considerar aplicar el método POD en las primeras
iteraciones del método de Newton, lo cual posiblemente aaiaria el proceso de Newton.

Como apertura a trabajos mas profundizados, este proyectodtitulacién puede dar pie al Control
Optimo del problema de Fisher: considerando la funciéru(x;t) como control y sometiendo al modelo
a un proceso de optimizacion.

También se podrian considerar modelos mas complejos que wlucren interacciones intraespe-
ci cas como la competencia, interacciones interespeci ca como el fenomeno de predador-presa, o
considerar distintos parametros de supervivencia segun w@ncierta diferenciacién entre los individuos
de la especie, ya sea por sexo o edad.
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Anexo A

Algunas De niciones

De nicibn 9  (Operador Eliptico). Sea un subconjunto abierto y acotado d&RN , y seaQ = 0;T]
para cierto T > 0. Se de ne, para cada tiempot 2 (0;T], el operador eliptico diferencial parcial de
segundo orden:

X @ X @
L= i (X)=———+ X)— + ¢(X); Al
. aiJ ( )@XXJ - h( )@x ( ) ( )
para ciertos coe cientes g; ; b ; c que dependen de 2

De nicion 10  (Condicién de Elipticidad). Seal un operador eliptico como queda de nido en A.1.
Supongamos que las funciones coe cientes; 2 L' () y que satisfacena; (x) = a; (x) para todos
i;j 213N yx2 . Sedice que los coe cientes del operador eliptich verican la condicion de
elipticidad si para cierto o > 0, se tiene

X\I - N
aj (X) i j o ] 8 2R
i =1

para casi todox 2

De nicion 11  (Operador de Nemytskii). SeaE RN, N 2 N, un conjunto acotado y medible; y sea
"=' (x;y(x)): E  R! R unafuncién. La aplicacion  dada por

(y)="0y0):

gue asigna a cada funciéry : E'! R lafuncion z: E ! R con z(x) = ' (x;y(x)) es llamada un
Operador de Nemytskiio un Operador de Superposicién
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Anexo B

Algunos Resultados y Propiedades

Teorema 4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) SeaH un espacio de Hilbert, entonces
j(u;v)j k ukkvk; 8u;v 2 H;

donde ('; ) denota al producto interno del espacidd y k k denota la norma asociada.

1
|

Teorema 5 (Desigualdad de Holder) Seaf 2 LP() yg2 L%) conl p 1 vy
Entonces,fg 2 L'y 7

Tl
Q-

jifgj k fkiegy kogkpag) :

Propiedad 1 (Inmersién de H! en L?). Los espaciosH!() y L?() son espacios separables, con
H1() densoenL?() através de una inyeccion continua. AdemasL?() se identi ca con su espacio
dual y es denso erVV con inyeccion continua. Por tanto, se tiene

V=HY() } L2O)= L) ! Vv
Con esto, se tiene que, en particular, existe una constant€ que veri ca
kykfz(y  Ckykg;

para todoy 2 V.

Teorema 6 (Rellich-Kondrachov). Supongamos que RN es acotado de claseCt. Entonces se
veri ca:
. 1: . . . 1 1 .
si p<N entonces W*'P() | L%) ; 8g2][lp[;donde — = b N
si. p=N entonces WXP() 1 L9(); 892 [L+1;
si p>N entonces WP() 1C () :
Ver [3].

Teorema 7 (Teorema del Punto Fijo de Banach). Supongamos qué\ : X | X es una aplicacion no
lineal, y que

KAly] Ak  ky ¥k

cony;y2 X y para alguna constante < 1. Entonces A tiene un Unico punto jo.
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Teorema 8 (Desigualdad de Gronwall) Sea (t) una funcidn no negativa y medible sobre [0,T] que
satisface para c.t.p. la desigualdad integral
z t
() Ci (s
0

para cierta constanteC; 0. Entonces
(t)y=0 c.t.p.

Teorema 9 (Operador de Nemytskii pertenece aL' ). Consideremos la de nicién 11. Supongamos
que la funcién' ="' (x;y(x)) : E R ! R es medible con respecto x 2 E para todoy 2 R, y
supongamos qué es Lipschitz continua con respecto &, y satisfacej' (x;0)] K para cierto K > 0
y c.t.p. x 2 E. Entonces el operador de Nemytskii asociado es continuo erL? (E).

Teorema 10 (Desigualdad de Young (con")). Seanl<p;q< 1 tales que% + % =1, y sean para
a;b>0, "> 0.Entonces
ab "aP+ C(")bY;

dondeC(") =("p) **q !.

Teorema 11 (Principio del Ma&ximo) . Supongamos que el operaddr esta de nido como en la De -
nicion 9 y que satisface la condicion de elipticidad uniformecon ¢(x) 0. Supongamos que RN
es un dominio acotado y que los coe cientes de son uniformemente acotados sobre .

i) Supongamos quey 2 C?() yLy Oen . Siy alcanza un maximoM 0 en un punto
interior de , entoncesy(x) M en

i) Supongamos ademas qug 2 C?() \C () y que cada punto de@ esta contenido en la frontera
de alguna bola a su vez contenida en. Si y(x) = M en algdn puntoxo 2 @ para el cual
@y=@existe, siendo la normal exterior de la frontera, entonces o bien@y=@ 0 en xp 0
bieny(x) M en
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