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1 Introduction

L’objectif de ce mémoire est de montrer comment 'opérateur Laplacien Fractionnaire (—A)® avec 0 < s < 1
est relié a des problémes d’extension au demi-espace via des équations aux dérivées partielles. Ce mémoire est basé
principalement sur la lecture de l'article de Caffarelli et Silvestre An Extension Problem Related to the Fractional La-
placian [4]. Le travail développé est divisé en quatre sections. Dans cette introduction on étudie 'opérateur Laplacien
Fractionaire (—A)® en utilisant des outils d’analyse harmonique, principalement la transformation de Fourier et les
opérateurs d’intégrale singuliére.

Dans la deuxiéme section nous montrerons la relation qui existe entre 'opérateur Laplacien Fractionnaire et un
probléme d’extension au demi-espace et cela permettra de donner une définition équivalente de cet opérateur via les
équations elliptiques et de traiter cet opérateur, qui a un caractére non local, & travers des méthodes locales des
équations aux dérivées partielles.

La troisiéme section est destinée a ’étude des applications de la relation entre 'opérateur (—A)®et le probléme
d’extension. Ici nous travaillerons avec des fonctions harmoniques fractionnaires en utilisant des techniques locales
des équations différentielles elliptiques. Le résultat le plus important de cette section repose sur la généralisation de
I'inégalité de Harnack & des fonctions harmoniques fractionnaires.

Dans la quatriéme section nous exposerons une généralisation et une application directe de D'article [4] données par
les articles [I4] et [I] respectivement. En effet dans article Extension Problem and Harnack’s Inequality for some
Fractional Operators [14] les auteurs étudient le méme type de relation entre les puissances fractionnaires du Lapla-
cien et un probléme d’extension au demi-espace, mais au lieu de travailler avec I'opérateur Laplacien, ils utilisent un
opérateur différentiel linéaire de deuxiéme ordre L. Ici I'ingrédient principal repose sur une utilisation intensive de la
théorie spectrale et de cette fagon, le résultat le plus important de Caffarelli et Silvestre est généralisé a des opérateurs
différentiels linéaires de deuxiéme ordre.

D’autre part, basés sur la lecture de l'article Some Constructions for the Fractional Laplacian on Noncompact Mani-
folds [1] nous exposerons rapidement comment cette relation entre le Laplacien Fractionnaire et le probléme d’extension
permet de définir 'opérateur Laplacien Fractionnaire sur des variétés non compactes en commencant par ’exemple le
plus simple donné par I’espace hyperbolique H".



Notations et Définitions

Dans ce mémoire nous travaillons sur 'espace R™ doté de la norme euclidienne |z| = /2% + ... + 22 et de la mesure

de Lebesgue dz. On notera le produit scalaire usuel dans R™ par x -y = > | z;y;.
On note I' la fonction Gamma définie pour z € C par la formule :
—+oo
I'(z)= / t*"te~tdt, lorsque Re(z) > 0.
0

Par contre, lorsque Re(z) < 0, soit N € N le plus petit entier tel que Re(z) > —N — 1, alors pour z # 0,—1,—-2,---

on a
1 N j +oo N j
B - (=)’ 1t (=1)
F(z):/ et — dt + e tdE )y ———.
0 Z 1 ;]!(2-1-3)

1l
=0 7

(Voir [9], Appendices A.2 et A.5).

Pour S" 1(zg, R) une sphére dans R" de centre o € R™ et rayon R > 0 et u : R® — R une fonction de classe

C!, on notera par FU(I) la dérivée normale de u par rapport au vecteur normal extérieur 7 a S~ 1(zp, R) dans un
7

0
point z € §" (g, R). De méme, on notera par 5 u(x) la dérivée tangente de u par rapport au vecteur tangent 7

a 8" !(xo, R) dans un point = € S""!(z¢, R).

On notera les multi-indices par «, c’est a dire, o« = (a1,...,a,) € N", avec |a| = a1 + ...+ ay et ! = 1! .. ap .
Pour une fonction f réguliére on définit 0 f = 8‘1;1 e gn—;;f. D’autre part, pour = (21,...,2,) € R™ on définit
=zt xdm e R

Espaces Fonctionnels

e Pour & € N* on dénote par C¥(Q) I’espace des fonctions k-fois différentiables et qui sont définies sur un ouvert
Q C R™. De méme on note par C*(f2) l'espace des fonctions infiniment différentiables. C§°(£2) dénote I'espace
des fonctions test, c’est a dire, les fonctions qui appartiennent a C*°(£2) et qui sont a support compact.

e Pour 1 < p < 400, on définit les espaces de Lebesgue usuels par
LPR™) ={f:R" — R:||fllrr < +00}

ol

(/ |f(:v)|pd:v> si 1 <p<+oo,
R

sup ess|f(x)] si p=+oo.
TER™

Fllzr =

e Espaces de Holder. Pour 0 < s < 1 on définit
C°(R™) ={f € L (R") : il existe C' > 0 telle que pour tout z,y € R”, |f(z) — f(y)| < Clz —y|°}.

Ces espaces sont normés par la fonctionnelle

|z — yl*

¢ = IIfllzes +sup
TH#Y

De plus, pour k € N* on définit I'espace C**(R™) comme I’ensemble des fonctions de classe C* dont les dérivées
d’ordre k sont holdériénnes d’exposant s.



e La classe de Schwartz.

S(R") = {cp € C*®(R"™) : pour tout a, 8 multi-indices lim |z%0%p(z)| = 0

|z|—+o00

b

La propriété  lim |2%9%p(x)| = 0 nous indique que ¢ et toutes ses dérivées partielles décroissent plus rapi-
—+o0

||

dement que n’importe quel polynéme. S(R™) est doté de la topologie suivante : une suite de fonctions (©n)nen

converge vers la fonction 0 dans S(R™) si pour tout P(z) polynéme et o multi-indice on a

hr—? P(z)0%ppn(z) =0, uniformément sur R".
n—-—+0oQ

Avec cette topologie on définit 1'espace dual de S(R™) comme suit.

e L’espace des distributions tempérées, noté par S'(R™), est I’espace des fonctionnelles linéaires et continues défi-

nies sur la classe de Schwartz.

La transformation de Fourier

Pour une fonction ¢ € S(R™) (ou ¢ € L'(R™)) on définit sa transformation de Fourier par :

o) :/ e 2™ T8 p(x)dx, pour tout & € R™.
Par contre, pour 7' € §'(R") on définit sa transformation de Fourier comme :

<f,<p> =(T,9), pourtout ¢ e SR").

Les propriétés principales de la transformation de Fourier et de sa transformation inverse, notée (), se trouvent dans

[9] Chapitre 2.



1.1 Laplacien Fractionnaire

Dans cette section nous donnerons quelques définitions équivalentes de cet opérateur qui seront utilisées tout au
long de la Section 2. On commencera par la définition de I'opérateur Laplacien Fractionnaire au niveau de Fourier,
I'idée de base étant d’utiliser la transformation de Fourier pour définir des puissances fractionnaires pour ensuite
étudier quelques propriétés de cet opérateur.

Définition 1.1 (En utilisant la transformation de Fourier). Soit ¢ € S(R") et 0 < s < 1. L’opérateur Laplacien
Fractionnaire (—A)*® est défini a laide de la transformation de Fourier par

(—/A?cp(S) = (47T2)S|§|2535(§), pour tout £ € R™.

Cette définition de Popérateur (—A)*® est totalement classique, mais il convient avant de continuer de donner quelques
propriétés simples de I'action de cet opérateur en comparant ces effets sur des objets connus.

Observons tout d’abord que, puisque la fonction ¢ appartient a 'espace S(R™), cette expression a bien un sens
car l'on a

(=A)5p(&)] = C |€22|3(&)] < +00, pour tout € € R,

donc cet opérateur est bien défini sur la classe de Schwartz S(R™). Remarquons maintenant que comme le poids [£]?*

§|25f(§) ait un sens en norme L2 pour |¢| assez grand il est
nécessaire que la transformation de Fourier f de la fonction f ait une certaine décroissance a infini par rapport a
ce poids et ceci suggére que la fonction f posséde quelques propriétés de régularité. Voyons cela avec un exemple et
considérons une fonction f € H'(R"). Par définition on a alors que

est croissant (car 0 < s < 1) pour que la quantité

£ = I+ 1) I = /Rna + (67 F@)Pdg < +o0

~

et pour que cette quantité soit finie il faut que f(¢) décroisse suffisamment rapidement a 'infini. On remarquera donc
que la décroissance a 'infini de la transformation de Fourier d’une fonction se traduit par des propriétés de régularité
au sens d’'un espace de Sobolev. Puisque 'on a que (1 + [£[2)2 & |¢] pour |¢| assez grand, on peut affirmer qu'une
fonction f: R™ — R telle que )

1122 + I1(=A)3 fll2 < +o0

posséde des propriétés de régularité au sens de I'espace H'(R™). On notera en particulier que dans le cadre L? il est
trés simple de voir que les quantités

fllez + IV fllze et [ fllze + [1(=A)% fl| 2

déterminent le méme espace de Sobolev H(R™) et en norme L? on peut constater que le comportement du Lapla-
cien Fractionnaire (—A)% est équivalent a I’action du gradient V. Cette petite étude nous montre, par analogie, que
Popérateur Laplacien Fractionnaire (—A)® avec 0 < s < 1 doit se comprendre comme une dérivée fractionnaire.

Indiquons au passage que 'opérateur (—A)?® permet définir (au moins formellement) les espaces de Sobolev homogénes
H?*(R™) pour 0 < s < 1 comme l’ensemble

H*([R") = {f € S'(R") : [[(=A)* fl|2 < +oo}.

Ces espaces homogeénes sont d’une grande utilité dans I’étude des équations aux dérivées partielles. Mais si l'on a bien
que (1+1]€]%)2 = [€]* pour les grandes fréquences, équivalence qui nous a permis de parler de régularité fractionnaire,
on se gardera bien de croire que la situation est la méme pour les petites fréquences : le fait que |£]?* — 0, quand
|¢€] — 0 autorise un comportement trés différent de f({ ) lorsqu’on étudie le produit |§|25fA(§ ) du point vue de la norme
L2. Cette particularité montre qu’il faut prendre quelques précautions lorsqu’on considére les espaces de Sobolev ho-

mogenes.



Etudions maintenant le degré de I'opérateur Laplacien Fractionnaire (—A)*. Nous dirons qu'un opérateur différentiel
D est homogeéne de degré o si

D(f(Ax)) = N°(Df)(Azx), pour A>0etpour f dans le domaine de 'opérateur.
Nous voyons sans probléme que le Laplacien usuel A = " | 0?

~ est un opérateur différentiel de degré o = 2, degré
qui s’explique par les dérivées 97 qui définissent cet opérateur.

Dans le cas de 'opérateur Laplacien Fractionnaire un calcul simple montre que ’on a

(=8)*(f(A2)) = A ((-A)*f) (M)

et on obtient alors que cet opérateur est un opérateur homogeéne de degré 2s.

Nous voyons donc que 'opérateur (—A)®

I'instant) bien défini sur S(R™).

avec 0 < s < 1 est un opérateur différentiel de degré 2s qui est (pour

1.2 Convolution

Nous avons définit opérateur (—A)® pour 0 < s < 1 en utilisant la transformation de Fourier et il est maintenant
nécessaire de donner une définition de cet opérateur en terme de la variable réelle . Nous savons que la transformation
de Fourier inverse échange le produit de fonctions par un produit de convolution et si nous appliquons ce raisonnement
a Popérateur (—A)*® qui vient d’étre défini en variable de Fourier nous nous attendons alors & obtenir une expression
de la forme

(AP f=C(-[*)HY = f*K,,

ol K est le noyau de convolution associé a opérateur (—A)*.

Ainsi, pour obtenir une caractérisation de cet opérateur en variable réelle, il suffira de calculer la transformation
de Fourier inverse du poids | - |2, mais comme nous allons le voir, il est nécessaire de prendre quelques précautions.

Pour cela nous aurons besoin de la notion de distribution homogéne.

Définition 1.2 (Distribution Homogeéne [9], Chapitre 2). Soit z € C. Si Re(z) > —n, on définit la distribution ®,
par l’expression

(D, ) =C(n, z)/ |z|?¢(x)dx, pour tout ¢ € S(R™), (1)

n

n+tz

N _ T2
ou, C(n,z) = 7F <n—|—z> .
2
Par contre, si Re(z) < —n, soit N € N le plus petit entier tel que Re(z) > —N —n — 1, alors on définit la dis-
tribution ®, par :

(@.09) = Cln.2) [

|x|>M

|:v|ch(x)dx+C(n,z)/ lz]* | o(z) — Z 8“%50)%& dx + Z b(n, a, 2)(0%0, @), (2)

|zl <M lal<N la] <N

pour tout o € S(R™), ot b(n,a, z) = ozl 1 x%do(z).

la]+z+n al gn—1

Remarque 1.1. Si Re(z) > —n alors la distribution ®, coincide avec la fonction C(n, z)|-|* qui appartient o l’espace
Li,(R™). Tandis que, lorsque Re(z) < —n la fonction |- |* n’est pas localement intégrable alors l'intégrale () n'est pas
bien définie pour tout ¢ € S(R™) et donc il est indispensable de passer par le cadre des distributions. En particulier
par la formule (@) on voit que, lorsque Re(z) < —n, la distribution ®, coincide avec la fonction C(n,z)|-|* en dehors

d’un voisinage de l'origine By = {x € R™ : |z| < M}.



Avec cette définition nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.1 (Transformation de Fourier des distributions homogeénes [9], Chapitre 2). Pour z € C nous avons
au sens des distributions l'identité

—

¢Z - ®—(’ﬂ+z)

Voir une preuve dans ’appendice page Une fois que nous avons cette proposition & notre disposition, nous pouvons
donner la formule explicite du noyau K associé a Uopérateur (—A)®. En effet, si on prend la transformation de Fourier
inverse dans la formule ci-dessus on obtient au sens des distributions

(I)z = ((I)f(nJrz))Va

maintenant, en prenant —(n + z) = 2s on obtient que z = —(n + 2s) (avec 0 < s < 1), de cette fagon dans la formule
précédente on a :

D (n+2s) = ((1)25)\/ .

Comme 2s > —n, par la formule () on sait que la distribution ®5, coincide avec la fonction localement intégrable

| - |?* multipliée par une constante, donc, dans la derniére expression on trouve :
v
Q+s
2 9
Cnroe) = | =~ 117
r (— + s)
2
d’ott on obtient la transformation de Fourier inverse du poids | - |?* au sens des distributions :
n
) I (5 + s
v
(| | S) = ﬂ_%+5 (I)f(n+2s)'

Il est important de remarquer que comme —(n + 2s) < —n alors (| - [?)¥ € §'(R") est donnée par la formule (2))
et la fonction IV% définie sur R™ \ {0} ne doit pas étre confondue avec la distribution tempérée ®_ ;425 sur R™.

Néanmoins, si nous regardons la formule (2)), on peut voir que

(|-*)V =C W en dehors d’un voisinage de l'origine.

Nous avons donc la définition suivante.

Définition 1.3 (Noyau de Convolution). Soit 0 < s < 1 et ¢ € S(R™). Nous avons que Uaction de l'opérateur
Laplacien Fractionnaire (—A)® est donnée par le produit de convolution entre la fonction ¢ et la distribution K :

(—A)°p = o * K
ot
K, = (47T2)SC(7’L, 8)(1)7("+25) = ((47r2)s| . |25)\/7

I‘(g—i-s)

T 1s

avec la constante C(n,s) = 7
™

Une fois que nous disposons de ces deux caractérisations (en variable réelle et en variable de Fourier) de 'opérateur
(=A)® nous pouvons obtenir quelques propriétés supplémentaires.



e Tout d’abord, le fait que 'opérateur (—A)® en variable réelle soit donné par un produit de convolution entre
¢ € S(R") et K; € 8'(R™) implique que (—A)*p € C*°(R™), ot on a :

(=AY p(z) = (Ks,p(x — )} pour tout x € R".

(Voir [9], Théoréme 2.3.20).

e Observons ensuite que le fait que 'opérateur (—A)® se représente comme un opérateur de convolution indique
clairement le caractére non local de celui-ci : pour définir (—A)*p(z0) pour ¢ € S(R™) en un seul point 2y € R”,
toutes les valeurs de ¢ interviennent.

1.3 Opérateur d’Intégrale Singuliére

Nous avons vu dans la section précédente que les puissances fractionnaires du Laplacien (—A)® peuvent se définir
en variable réelle et en variable de Fourier. Dans cette section nous allons présenter une autre approche qui est donnée
par la définition suivante.

Définition 1.4 (Comme opérateur d’intégrale singuliére). Soit ¢ € S(R™), 0 < s < 1. On a alors :

(-8 ¢ta) = Calmsyop [ ED=E Dy Conyp [ AN EE N 3

n

pour tout x € R™. Ou Ca(n,s) = (/ 1_6708(3/1)(@>

|y|n+25

n

Nous avons noté ici vp la valeur principale de ces intégrales, c’est a dire :

op / o) o —y) )y o(@) —pla—y) ,

n |ly|m+2s e=0t Jiy|>e |y|m+2s
Avant de montrer I’équivalence de cette définition des puissances fractionnaires du Laplacien avec la définition donnée
précédemment il convient de contextualiser un peu cet opérateur donné par une intégrale singuliére. Observons tout
d’abord que lorsque 0 < s < & et si la fonction f € L>(R™) est telle que ||V f| ;- < +0o0, alors il n’est pas nécessaire
d’utiliser une valeur principale ; en effet pour € > 0 on a

f(@) = flz —y) @)~ fla— )] £@)~ fz—y)
d d d
/|y|>5 Fge y| = / PR y+/|y|>1 e
< VSl | 2 e = 9 () 42
e<|y

et comme 0 < s < %, on a l'estimation uniforme en € qui suit

fl@) = flz—y)
‘/y>s |y|t2s %

On remarquera que cet argument ne fonctionne plus si % < s < 1 et alors il est indispensable d’utiliser les valeurs
principales dans ces intégrales.

< IVl + 201l pee-

Observons ensuite que si pour une fonction f et un point € R™ on a |[(—A)®f(z)| < 400 alors on peut autori-
ser & la fonction f une certaine croissance & Iinfini au sens suivant puisque 1’on a

(z) = fy)

|(~A)* f(2)| = |Caln, s)op S dy| < oo,

R [T —



et lorsque |y| est grand cela permet de considérer des fonctions qui vérifient la condition

[ O
ly

|>M |z — y[nt2s

donc des fonctions qui peuvent potentiellement exploser. Donnons un exemple. Soit f(z) = |z|* ot 0 < w < 2s; c’est
une fonction croissante et elle n’appartient 4 aucun espace LP, mais on peut néanmoins calculer (—A)|z|* = C'|z|¥ 2%,
pour le voir il suffit d’utiliser la Proposition [[.1] pour la transformation de Fourier des distributions homogénes.

Il est évident que dans cette caractérisation de 'opérateur (—A)® comme opérateur d’intégrale singuliére la partie
cruciale est donnée lorsque y s’approche du point x et il faut que le rapport % ait un comportement adéquat

pour que la valeur principale ait un sens.

Nous savons que les espaces de Holder C5(R™) avec 0 < s < 1, qui mesurent une régularité fractionnaire en norme
||| ., sont définis par la norme
|f(x) — F()l

Ifllcs = I fllp= + sup
L TH£yY |x_y|S

f@)—fW)l

ce qui indique que le rapport Ta—g s permet de caractériser de la régularité. Donnons un autre exemple. On sait

que si f € H*(R™), avec 0 < s < 1, alors on a que

[/ HOESCERI

|y|n+2s

(voir [6], Section 2). Ces exemples montrent bien que cette caractérisation de lopérateur (—A)* permet de mesurer
de la régularité fractionnaire.

Pour finir nous relions avec la proposition suivante la caractérisation de lopérateur (—A)® donnée avec une inté-
grale singuliére & celle donnée précédemment en utilisant la transformation de Fourier.

Proposition 1.2 ([6], Section 3). Soit (—A)® avec 0 < s < 1 lopérateur Laplacien Fractionnaire donné par la formule
(3). Alors on a légalité, au sens de L?(R™) :

(=AY =(-1*9)", pourtout ¢ e S(R").

La preuve de la Proposition se trouve dans I'annexe de ce mémoire.
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2 Relation entre le Laplacien Fractionnaire et un probléme d’extension
au demi-espace

Aprés cette introduction dans laquelle on a étudié rapidement quelques définitions équivalentes de 'opérateur
(=A)® pour 0 < s < 1, nous nous concentrons maintenant dans le coeur de ce mémoire : il s’agit, tout en suivant
Particle de Caffarelli et Silvestre [4] de montrer qu'il est possible de relier opérateur (—A)® a un probléme d’extension
au demi-espace via une équation aux dérivées partielles.

Pour cela et pour plus de commodité nous écrivons la puissance fractionnaire s comme :
1—a
2 3

Nous commencons par définir le probléme d’extension au demi-espace :

avec —1<a<l1.

S =

Définition 2.1 (Probléme d’extension). Soit ¢ € S(R™), on définit le probléeme d’extension pour ¢ par :
D2u(t, x) + %(’%u(t, x) + Agu(t,z) =0, r€eER"ett>0 4)
u(0,z) = (). ()

Nous voyons bien que pour une donnée initiale ¢ définie sur ’espace R”, le probléme d’extension consiste a poser une
équation aux dérivées partielles au demi-espace : |0, +00[xR™ : on a donc gagné une dimension supplémentaire et c¢’est
dans ce sens que 1’on parlera ici d'un probléme d’extension.

Voici le théoréme principal de cette section. Il permet de relier 'opérateur (—A)FTQ avec les propriétés des solu-
tions du probléme d’extension définit ci-dessus. Plus précisément on a :

Théoréme 2.1 (Relation entre le Laplacien Fractionnaire et le probléme d’extension). Soit ¢ € S(R™) et —1 < a < 1.
Alors :

(i) Il existe une fonction Py, :]0,+00[xR™ — R de classe C* solution classique de l’équation () telle que la fonction
u(t, ) = @ * Py(t, ) (x), pour tout (t,x) €]0,+oo[xR",

est bien une solution classique du probléeme d’extension (§)-({3) pour ¢.
(i1) De plus, il existe une constante C > 0 telle que :

l1—a

(—A)z p(z) = —=C lim t*Ou(t,x), pour tout =€ R™. (6)
t—0+t

Comme annoncé, ce résultat nous donne 'action du Laplacien Fractionnaire sur la donnée initiale ¢ comme une limite
particuliére de la solution w(t, ) du probléme d’extension ([)-(E) et nous verrons qu’il existe plusieurs méthodes pour
démontrer cette identité.

Avant de démontrer en toute généralité ce théoréme, il est intéressant de traiter le cas a = 0 qui correspond a
lopérateur (—A)%. Ceci sera fait dans la Section 2.1 ci-aprés; le cas général quant a lui sera étudié dans la Section
2.2.
2.1 Lecadrea=0
Lorsque a = 0, le probléme {@)-(E) devient
O2u(t, ) + Agu(t,x) =0, T €R ett >0

u(0,2) = p(x). (7)

Le traitement de ce type de probléme est totalement classique (voir par exemple toute la théorie développée dans [12]),
mais avant de nous y attaquer il est nécessaire d’introduire une notion qui sera de grande utilité par la suite.
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Définition 2.2 (Noyau de Poisson). Une fonction P(z) de classe C? sur R™ est un noyau de Poisson si elle vérifie :
(i) P(z)dx = 1.
[RTL
(ii) La famille (P;)i>o ot Py(z) = t~"P (£) avec t > 0, est une approzimation de lidentité.
(ii) P(t,z) := Pi(x) est une fonction harmonique dans les variables (t,x1,...,2,) €]0,+00[xR™, c’est a dire, pour
tout (t,21,...,2,) €]0,+00[xR™ on a Ay . P(t,x) = 02 P(t,x) + A, P(t,z) = 0.

T(ntl
L’exemple de base lorsque n > 2 est donné par la fonction P(x) = (‘C‘W ol ¢, = (nil), de sorte que
1+|x 2 T 2
Pi(z) = —L—+ est bien un noyau de Poisson au sens de la définition précédente (voir [9], Chapitre 2).

(P +|x?) 2

Une fois que nous disposons de ce noyau de Poisson P;(x) il est facile d’obtenir des solutions classiques du pro-
bleme (@) : la fonction u(t,2) = ¢ * Pi(x) est harmonique dans les variables (¢, z) €]0, +oo[xR™.

Nous avons donc une solution u(¢,z) du probléme (7)) lorsque a = 0 et nous cherchons maintenant a relier 'opé-
rateur (—A)2 avec une limite lorsque ¢ — 07 de dyu(t, z). Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 2.2. Soit ¢ € S(R™) et soit u : [0,4+00[xR" — R la solution du probléme d’extension ([4@) donnée par
u(t,x) = @ * P(x). Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
(—A)%<p(x) = —C0ow(0,z), pourtout z € R™

Démonstration. Soit x € R" fixé. Par la définition de dérivée & droite par rapport au temps ¢ et par la définition
de la fonction u(t, z) ci-dessus, on a :

t —
Ou(0,z) = lim —u( %) —u(0,2) =
t—0+ t t—0+t ¢

(p(y) —p(x))t

= ¢, lim — dy ici on a utilisé le fait que Pi(y)dy =1
AT S @ 1o g Y aue | +(y)dy
= ¢, lim #ly) = o) dy = ¢, lim lim ply) = SD(I)HI dy. (8)

n+1
2

=0t Jgn (12 + |z — y[2) 1200 e20 Jjgy>e (82 + |z —y)?) 2

D’autre part, pour tout € > 0, on a par le théoréme de convergence dominée :

ply) —ol) :/ <ﬂ(y)—<ﬂ(x)dy
lo—y|>e

lim o — g

=04 Jjomylse (82 + |z —y|2) "2

En changeant les limites dans 'expression (®), lorsque £ — 0T, on obtient

ou(0,z) = —¢p, lim
e—0t

)

o@) = W) g o / o) — oY) ,
R

o—yl>e [T =yl |z —ynHt

d’ou, par la définition de I'opérateur (—A)% comme opérateur d’intégrale singuliére on conclut que
(=2)2p(x) = ~Cu(0,2),

Cz(n,%)

Cn

avec C = > 0. [ |

Nous voyons, grace a cette démonstration, qu’il n’est pas trés difficile d’obtenir la relation
(=A)zp(z) = lim dyu(t,z)
t—0+

dans le cadre du probléme (7)) une fois que l'on dispose des bons outils. Nous allons voir dans la section qui suit
comment généraliser ce résultat et sa démonstration au cas —1 < a < 1.
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2.2 Le cadre —1 <a <1 . Noyaux de type Poisson.
Nous nous intéressons maintenant au probléme d’extension :
Ou(t, ) + %(%u(t,x) + Agu(t,z) =0, reER et t >0 9)
u(0,2) = p(x), ot —l<a<l. (10)
Dans cette section nous allons étudier ce probléme et nous allons démontrer la relation
1-a

(=A)7= p(x) = =C lim t*Owu(t,x)

t—0+

énoncée dans le Théoréme 2.1]; pour cela nous suivons essentiellement les mémes étapes données dans le cas a = 0 de
la section précédente, a savoir :

1) Recherche d’une solution classique a I’aide des noyaux de type Poisson.
2) Etude de la limite lim t*0;u(t, z).
t—0+
De facon totalement similaire au cas a = 0 nous avons la définition suivante :

Définition 2.3 (Noyau de type Poisson). Soit —1 < a < 1. Une fonction P, :]0,+00[XR™ — R qui est réguliére
dans les variables (t,x), est solution classique du probleme ([9)-(I0) et telle que la famille de fonctions P,(t,-) est une
approximation de l’identité, sera nommée un noyau de type Poisson.

Grace a cette notion de noyau de type Poisson on peut alors trouver des solutions classiques du probléme [@)-(I0) en
prenant ¢ * P,(t,-) ou ¢ € S(R™).

2.2.1 Noyau de type Poisson et solutions classiques

La recherche d’un noyau de type Poisson pour le probléme ([@)-(I0) n’est pas une tache simple, mais nous allons
expliquer ici comment obtenir ce noyau a partir d’'un probléme d’extension harmonique connu.

Soit k € N* soit y € R'* et soit # € R™. On note A, , = A, + A,. On appelle @ : R** " — R une exten-
sion harmonique de ¢ aux dimensions 1 4 k 4+ n si @(t, ) est solution du probléme

Ay u(y,z) =0, z€R"etyeRIE

(0, 2) = (). (11)

11 est bien connu que ce probléme admet une solution fondamentale (voir [9] Chapitre 2 ou aussi [7] Partie I, Chapitre
2) donnée par la formule

1
lyl? + [«
Nous allons voir comment obtenir & partir de cette solution fondamentale un noyau de type Poisson adapté & nos
besoins.

Qy,z) = Cn,k( jo Pow (y,x) # 0.

Supposons que l’extension harmonique u(y,z) associée a ¢ est symétrique radiale dans la variable y € R'fF et
faisons le changement de variable suivant y — |y| := ¢. Ainsi, le Laplacien A, , appliqué a u(Jy|, z) s’écrit :

Ay u(y,z) = Ofu(t, ) + éﬁtu(t,x) + Agu(t, ).

On remarquera la similitude de cette équation avec notre probléme initial donné dans I’équation () : en effet il suffit
de remplacer k par a €] — 1, 1] et cette identification nous donne une piste pour déterminer un noyau de type Poisson
associé au probléme (IIJ). Ainsi, inspirés par cette similitude on pose

1

Qa(tux) = Cn,amu (12)
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n+l4a
avec la constante Cy, , = —(n — 1+ a)% et nous avons le résultat suivant :
2

Proposition 2.1. Pour tout —1 < a < 1 la fonction

1
Qa(t,z) = Cp, PSP e
() T2 )

est une solution classique de l'équation 02 Q. (t, ) + gatQa(t,x) + AQu(t,x) =0, sur]0, +oo[xR™.

Preuve. La fonction Q,(t, z) est réguliére lorsque (¢,z) # 0 et on a :

n—14+a)(n+1+a)lzl? nn—1+a
mQat I 282Qa t :E na( )( n—1+ta 2)| | _Cn,a ( n71+?1 17
(2 +|z?) = 2+ |z) =
d’autre part,
a n—14+a n—1+a)n+1+a)t? n—14+a)n+1+a
—6,5Qa(t,$) = ( n— 1+?1 1 atzQa(tvx) :Cn,a( )( n—1ta 2) _Cn,a( )(n 1+a 1 )7
¢ R+ |2P?) * 2+ [z?) = F (t* +[z]?) *
d’ot,
—14a)(n+1+4a) mn—14a)(n+1+4a)

82@(1 t,x +E8Qa t,x +AmQa t,x =Cha t2+ z|? (n n—1ta —Cha n—1ta =0
2Qu(t,2) + 50,Qu(t,2) (1) = Cona(6 + o) E 2 = Ot o e

Nous avons trouvé une solution classique de 1’équation (@) donnée par la formule (I2)). Néanmoins la famille de
fonctions (Q4(t,-))t>0 n’est pas une approximation de I'identité et c’est pourquoi elle ne définit pas de noyau de type
Poisson dans le sens de la Définition [Z3] En effet, si Q,(t, -) est une approximation de 'identité alors on a pour M > 0

que lim |Qa(t, z)|dz = 0, d’ou par le théoréme de convergence dominée on obtient / |Qa(0,2)|dz = 0,
t=0% Jjz[>M |z|>M

donc, presque pour tout |z| > M on a Q,(0,2) = 0. D’autre part, par la définition de la fonction Q, (¢, z) on voit que

Qa(0,2) =Chq \w\’"‘%”a pour tout || > M et on obtient une contradiction.

L’idée clef pour trouver le noyau de type Poisson est de considérer I’équation conjuguée de 'équation (@) définie
par :
a

Ou(t, ) — gatu(t, x) + Agu(t, z). (13)
11 existe une relation trés importante entre 1’équation du probléme d’extension ([@) et son équation conjuguée ([I3) qui
est annoncée dans le lemme suivant.
Lemme 2.1. Siu est une solution classique de l'equation (4), alors la fonction

w(t, z) = t*Opu(t, x)

est une solution classique de l’équation conjuguée (I3). Inversement, si w est une solution de l’équation (I3), alors la
fonction

u(t,z) = =t~ *Opw(t, x)
est une solution classique de l’équation (9).

Preuve. Supposons que u(t, z) est une solution classique de ’équation (@). Donc, en dérivant nous avons :

8fw(t,x) — %(’%w(t,x) + Ayw(t,x) = Bf(t“(’?tu)(t, x) — %Bt(taatu)(t,x) + AL (t*Ou)(t, x)

2 _
@ (&Amu(t, x) — ?—Qatu(t,x) - %Bfu(t, x)+ %&gu(t,x) + %6t2u(t,x) + dPult, :v))

@ (@Amu(t,x) + %Q?U(t, x) — t%atu(t,x) + 8fu(t,x))

t* (8,5 (8t2u + %(%u) (t,x) + 8,5Azu(t,x)) =10, (8t2u(t, x) + %(%u(t,x) + Agu(t, a:)) = 0.
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Supposons maintenant que w(t, ) est une solution classique de 1'équation ([I3]). Alors :

O2u(t, ) + 28,5u(t, z) + Agul(t,z) = 02 (—t “Opw)(t, ) + gat(—t_“atw)(t, x) + Ay (—t7*0w)(t, x)

a? a ala+1)

= —t7° ((%A w(t,z) — —Qatw(t,x) + zafw(t,:v) + =0 Opw(t, ) — _52 (t,z) + Bfw(t,x))

—a

(8 (t,z) —i— Btw(t x) — %8311}(1%,:6) + 8fw(t,:v))
a 2 —a 2 a
— (a (a w — —8tw) (t,2) + (%Azw(t,a:)) Y (8tw(t,a:) — Zonu(t,x) + Azw(t,:zr)) —0.
n

Maintenant nous avons les outils nécessaires pour trouver le noyau de type Poisson P, (¢, z). Par la Proposition 2.1 on
sait que
1

Q-ult,r) =Cp o5
(7 4 o)

est une solution classique de 1’équation (I3]). De plus, par le Lemme 2] on sait que,

tlfa
170 Q-a(t,x) = —Cp—a(n — 1 —a) ————gr—r
(82 + [2[2) =5
est une solution classique de I’équation (@)). Définissons alors la fonction
tlfa
P,(t,x) =cp P SNTIEEsEE pour tout (¢, x) €]0, +oo[xR", (14)
(7 +[a]?)

avec une constante ¢, , qui sera définie apres.

Notons que la différence principale entre la fonction Q. (t,z) et la fonction P,(t,z) est la puissance de 'expres-
sion (2 4 |z[?) : 2=1=2 dans la premiére fonction et “1=¢ dans la deuxiéme fonction.

On a vu que P,(t,x) est bien une solution classique de ’équation ([@) car la fonction —t~%0,Q_o(t, ) = —Chp _q(n —
tlfa
1—a) W ci-dessus est une solution classique de I’équation (@). Maintenant, on va montrer que P,(t, ")
t° +
est une famille d’approximation de ’identité. Tout d’abord remarquons qu’on peut écrire

Pota) =P (L5,

c’est a dire, P,(t,-) est la dilatation par rapport au temps ¢ > 0 de la fonction P,(1,-). Ensuite on remarque que la

fonction P, (1,z) = Cna————— 7= appartient a Ll(R"), car
(L + o) 5
1 +oo pn—l 1 pn—l +o00 pn_l
ﬁdw:/ ﬁdp < / ﬁdp_i_/ dp
/[R" (1+1z[?) E o (1+ p%% o (1+ pZ)% . prtia
1 p’n,fl —+o0
= / Wd/“r/ p*2dp < +o0,
o Grp

la premiére intégrale est toujours convergente. D’autre part, comme —1 < a < 1 alors a — 2 < —1, donc la deuxiéme
intégrale ci-dessus converge, également on a bien que P,(1,-) € L'(R™).
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En choisissant la constante ¢y, , telle que / P,(1,z)dx = 1, alors on obtient que ||P,(t,)||,r = 1 pour tout ¢ > 0.
[Rn
Remarquons que ¢y q > 0 car P,(1,x) est une fonction positive.

Ensuite, puisque 1 — a > 0, alors pour M > 0 et pour tout |z| > M on a, # — 0, lorsque t — 0T
t“+|x 2

et de plus, pour 0 < t < 1, on a la majoration
tl—a
Cno————— < CparTr—-.
n,a (t2 N |I|2)n+;fa = Cn,a |33|"+17a
Comme la fonction \w\”ﬁ est intégrable sur |z| > M par le théoréme de convergence dominée on conclut que
lim P,(t,x)dz =0,
t—0t lz|>M
donc, P,(-,t) est une famille d’approximation de Iidentité. En conclusion, la fonction P,(t, z) est le noyau de type
Poisson recherché.
2.2.2 Démonstration du Théoréme [2.7]
Le Théoréme 2.T] a deux parties () et ().

On étudie tout d’abord le premier point. A I'aide de la fonction P,(¢,z), pour tout ¢ € S(R™) on trouve des so-
lutions classiques du probléme d’extension au demi-espace (@)-(I0) de la forme :

ply)t=
2 2 n+l—a y)
2+ [z —yl?)

pour (t,z) €]0, +oo[xR™.

) =g+ B0 = [ o) Pt =ity =ena | -

En effet, comme P,(t,-) € L'(R") et ¢ € S(R™) alors u(t,-) € S(R™) pour tout ¢ > 0. Par le théoréme de dérivation
sous le signe intégral on obtient donc, pour (¢,z) €]0, +oo[xR"

Opult, ) + TOu(t,2) + Agult,r) = (e Palt,)(@) + S0:(p x Palt, ) (@) + Aulip % Palt, ) (@)
_ W{fg@)+%@a@q+&ﬁﬁﬁymzo
De plus, comme ¢ est uniformément continue et bornée, la limite suivante a lieu uniformément pour tout z € R

u(0,z) = lim u(t,z) = tli%l+ @ * Py(t,-)(r) = ¢(x).

t—0+

De cette fagon on a montré la partie (¢) du Théoréme 211

On étudie maintenant la partie (i4) du Théoréme 2.1l Une fois qu’on a trouvé des solutions explicites du probléme
d’extension ([@)-(I0) on cherche maintenant & montrer 1’égalité :

l1—a

—A)2 = —C lim t*Qult,z).
(=8)7= p(z) Jim 48¢u(t, )

Afin de simplifier les calculs on va considérer le changement de variable suivant :

l1—a

t

z= (1 ) , ou de fagon équivalente, t=(1—a)z = (15)
-a

Ce changement de variable nous permettra d’obtenir plus directement la relation recherchée. Avec ce changement de

variable notons u(t,z) = u ((1 - a)zﬁ,:zr) :=wv(z,x), alors on a

dv(z,z) = —t“Opu(t, z), (16)

-
(1—-a)
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et on obtient d2u(t,z) + %Btu(t,x) = 2%822’1)(2,.’[:). La nouvelle équation dans les variables (z,z) €]0,400[xR™ est

alors o
210 020 (2, 1) + Agv(z,z) = 0. (17)

De cette fagon, on considére le probléme d’extension pour ¢ € S(R") suivant :
z%zg(??v(z,x) +Agv(z,2) =0, z€R et 2>0
v(0,2) = ¢(x).

En prenant le changement de variable (I5) dans le noyau de type Poisson (I4]) on obtient

(18)

(l—a)ﬁz = P,(z, ).

Pa(tax) = Pa ((1 - a)zﬁ,x) = Cn,a

n+l—a

((1 - a)22T7 + |z[2)""

Comme P,(t,z) est une solution classique de I'équation (@) par le changement de variable (I5) on a vu que P, (z, z) est
une solution classique de 1’équation (7). D’autre part, P,(z, ) est une famille d’approximation de 1'identité puisque le
changement de variable, ¢t = (1 — a)zﬁ, est une bijection de ]0, +o00[ dans 0, +o00[. Ainsi, la fonction P,(z,x) définie

ci-dessus vérifie P, (z,2) > 0et P,(z,x)dx =1 et est bien un noyau de type Poisson dans le sens de la Définition

IR’I?,
pour le probléme d’extension (Ig]).

De cette fagon, pour tout ¢ € S(R™), on obtient des solutions classiques du probléme (I8) de la forme :

_ ~ ~ _ ey) z
v(z,x) = @ * Py(z,)(x :Cn,a/ oY) Py(z, 2 —y dy:cn,a/ 5 ——dy,
(2, ) (z,)(x) )Pl ) a4+ g2

pour (z,z) €]0, +00[xR™, ol ¢ 4 := (1 — a)ﬁcn,a > 0.

Avec cette nouvelle formulation, revenons a 1’étude du point (i¢). Par la relation (I6]) on sait que

1
821)(2, ZZ?) = W taatu(t, I’),
alors pour montrer 'identité (—A) =N o(z) = -C 111%1+ t*Opu(t, x) on va montrer que 'on a pour p € S(R") et z € R”
t—
la relation suivante : .
(=A) 2 p(z) = —C9.v(0, ), (19)

avec une constante C > 0.

Une fois que nous avons posé le probléme en terme des variables z et z, 'obtention de la relation ([9) suit le méme
schéma réalisé pour le cas a = 0. En effet, par la définition de dérivée et par les propriétés de P,(z,t) ci-dessus on a :

v(z,2) — v(0,x)

0,v(0,z) = lim
z—0*t z
.1 ~ . 1 ~
= lim - / (p(y) — p(x))Pa(z, 2 —y)dy = lim lim — (e(y) — p(x))Palz,x —y)dy. (20)
z—=0t 2 Jrn z=0t =0 2 14 _y1se
Pour tout € > 0, on a par le théoréme de convergence dominée :
1 ~ 1 z (e(y) — ¢())
lim — (p(y) —¢(x))Pa(z,2 —y)dy = C lim —/ Ay
2=0F 2 J)z_y|>e 220" 2 Jig—y|>e ((1 — a)?2 e +lz —y)?) =
Lo e,
_ n+l—a
|lz—y|>e |‘T y|

17



Alors, en changeant les limites dans la derniére formule de expression (20) on obtient :

. p(z) — () / e(z) — o(y) 1o
0,v(0,2) = —C lim —————dy =—Cup = dy = —C(—A)= ¢(z),
02 et Jjpypse [T —y[rHme n |z —y[ntime (4) = ¢l)
l1—a
avec la constante C' = M > 0. [ |

Cn,a

La relation entre l'opérateur Laplacien Fractionnaire (—A)lfTa et le probléme d’extension au demi-espace pour une

fonction ¢ € S(R™), exprimée a travers la formule (—A)*z%p(z) = —C d,v(0,z) et par conséquent par la formule
(—A)l%acp(gc) =-C lim+ t*Oyu(t, ) nous montre comment la puissance fractionnaire 15 avec —1 < a < 1 peut étre
t—0

récupérée via le probléme d’extension au demi-espace (@)-(I0).

2.3 Le cadre —1 < a < 1. Transformation de Fourier et EDO

Dans cette section on souhaite donner une autre démonstration du Théoréme 2] sans passer par les noyaux de
type Poisson. Plus précisément, on va résoudre le probléme d’extension

270 020(2,2) + Agu(z,2) =0, z€R" et z>0
v(0,2) = p(x)

au niveau de Fourier par rapport a la variable z. De cette fagon on obtient pour chaque ¢ € R™ fixé, le probléme de
Cauchy suivant avec une équation différentielle ordinaire

216 920(2, €) — |€20(2,6) =0,  2>0

0(0,£) = @(&).

La relation entre 'opérateur Laplacien Fractionnaire et le probléme d’extension exprimée dans I’égalité (—A) E p(z) =
—C 9,v(0,x) s’écrit au niveau de Fourier par :

€' @) = —C 9:0(0,€). (22)

En utilisant la méme stratégie que la section antérieure, tout d’abord nous chercherons des solutions classiques v(z, £)
du probléme (Z1) et ensuite nous vérifierons I'égalité (22)).

Etude de I’existence.
Pour résoudre le probléme (2I)) considérons le probléme suivant :
dERY(2) —b(x) =0 >0,
$(0) =1, (23)
A0 =0

En effet, si nous supposons qu'il existe ¢ :]0, +00[— R une solution classique du probléme (23]) alors si on pose pour
tout £ € R™

0(z,€) :== p(&)p(J€]* %), pour tout =z €]0, +00],
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on obtient que 7(z, £) est bien une solution classique du probléme (21)) initial puisque 'on a 9,9(z, £) = §(€)[€]* ¢ (|€]*~2)
et 020(2,€) = BE)IEP" 9" ([¢]'72), alors

—2a o B ~ g \=2a _ _
2T O20(2,€) — 6702, €) = BO)IEI (1€ *2) T4 0" (1E"~2) - o(lg*~2)) =o.
Une fois que nous avons vu comment obtenir un solution de probléme ([2I)) & partir du probléme (23)) nous nous
concentrons maintenant dans la résolution de celui-ci. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant :

Théoréme 2.3 (Méthode de Perron). Soient I =]a,b[ un intervalle (fini ou non), a1,b1 € R et w: I — R une
fonction continue et positive. Notons DT l’ensemble des distributions positives sur I. Soient

z—at z—b~

ST = {A € HL (I): —(=A" + wA) € DT, lim A(z) = a;, lim A(z) = bl} (sous — solutions)
et

St = {B € HL (I): =B" +wB € DY, lim B(z) = a;, lim B(z) = bl} (sur — solutions)

z—at z—b~

Si A e S~ et B € ST, alors, il existe ¢ de classe C? telle que : A(z) < ¢(z) < B(z) pour tout z € I et elle est une
solution classique du probléme

—¢"(2) +w(z)p(z) =0 sur 1,

lim ¢(z) = a1,
z—at

lim ¢(z) = b;.

z—b—

La démonstration détaillée de ce théoréme se trouve dans 'annexe Section 5.2.

Afin d’utiliser ce théoréme nous remarquons que 1’équation différentielle
274 (2) = 9(2) = 0,

est équivalente a I’équation différentielle
—¢"(2) + 279 9(2) = 0,

sur l'intervalle ]0, +oo|[. Evidemment, si on multiplie la premiére équation par —1 et aprés on la divise par LToh (z>0)
on obtient la deuxiéme équation. De cette fagon, on a écrit I’équation différentielle qu’on veut résoudre dans le pro-
bleme (23] sous la forme qui permet d’utiliser le Théoréme

Prenons alors comme intervalle I =]0,4o0c[, les conditions au bord a; = 1, by = 0 et la fonction w(z) = 2T
La méthode de Perron est simple nous devons seulement trouver deux fonctions A € S~ et B € ST et une application
directe du Théoréme 23] nous assure lexistence d’une solution classique ¢ du probléme (23) telle que A < ¢ < B sur
10, +00[. On va commencer par trouver une fonction A € S~

e Determination de la fonction A.

On va diviser notre étude selon les valeurs du paramétre a :

(i) Si 0 < a < 1. Dans ce cas % < 0. Soit la fonction A définie par :

A(z) =

f(2) = c1e® + cae %, 0<2<1,
(24)

0, z > 1,
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z

—e
ou la fonction f(z) = c1e® 4+ coe™* avec ¢ = <0 et cy= > 0 est une solution classique de
e e

o1 _ e 1 _

I’équation différentielle ordinaire

{ "(z) = f(2), 0<z<1,

f(0)=1, f(1)=0.

Par la définition de A(z), il est évident que lim A(z) = lirg+ f(z) = f(0)=1et lirf A(z) = 0. Montrons
z—> Z—r+00

z—0*t
maintenant les autres propriétés de la fonction A. D’abord, on va montrer que pour tout z €]0,4o00[ on a

A (z) — zlz_aaA(z) > 0. Par la formule des sauts et la définition de A(z) on a au sens des distributions

A"(2) — 2777 A(z) A"(2) o 1((2) + (A1) — A'(17))d1 — 2777 A(2)Ly0,11(2)

= (f"(2) = 27T f () a(2) + (0= f(17))31 = F(2)(1 = 277 g (2) — f/(17)d.

2a C
Pour 0 < z <loma:dabord, 0 < 2T-« <1 car ;7% >0, donc 1— 212 > 0. Ensuite, comme —— = 2 > ¢%*
—1

alors coe™ > —cye®, clest a dire, f(z) = c1e® + 026_2 > 0. Finalement, comme f’(z) = ¢je* — coe™* < 0 alors

—f'(17) > 0

De cette fagon, par la formule précédent on obtient A”(z) — 275 A(z) > 0. D’autre part, A € H} (]0, +00])
ar : f et f’ sont bornées sur ]0, —|—1[ et A =0 sur |1,+o00[, alors A et A’ sont intégrables sur tout compact de

10, +00[. Finalement, comme A" — 2TaA € L},.(]0,+00[) est une fonction positive on a que A” — 2T% A € Dt
et alors on conclut que A € S™.

(i1) Si —1 < a < 0. Dans ce cas on a 0 < 72¢ < 1. Maintenant, définissons une autre fonction A par :
2 —2a
1+ %z%, 0<z<2
Alz) = . (25)

_l-a
0, 2220,01‘10<20=(W) <.

Montrons que A € S~. Tout d’abord, on voit par la définition de A que : lirgl+ A(z) =1let lim A(z) =
z—r

z—+00
Ensuite, par la formule des sauts on a au sens des distributions que :

2a —2a 2a — 2
A"(2) — 2T-2 A(2) = (z T—a 2 — zT-a — u) Tyo,2[(2) — A(z5 )0z,

2a(1+ a)
Comme 0 < =2 < 1 alors ¢ Ta — 1 <0, donc pour z €]0,+oo[ on a :
—2a_g9 2a
0<z<zg=2T-¢ = 2zT-a > (),
d’ob bti #—2 12—‘1 (1*¢l)2 1 0.D’ A(27) = 14+a gti 0
ou on obtient que (277" — 270 — o2 10,20[(2) > 0. D’autre part —A’(zy) = =225~ > 0 et comme

A € L]0, 400[) alors on conclut que A” — 2755 A € D
Finalement, A € H}, (0, +oc[) car A € L*(]0,400[) et comme 0 < 722 < 1 on a en plus que

A/(Z): —}fizz_i y O§Z<1
0, z>0

appartient & L1(]0, +oc[). Donc on a bien que A € S~.
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e Détermination de la fonction B.

Ici il n’est pas nécessaire de diviser notre étude en deux cas puisque la fonction donnée convient dans ces
cas. En effet, définissons alors la fonction B par :

1, 0<z<1,
B(Z):{zs z>1

avec € > 0. Montrons que B € ST. Tout d’abord par la formule des sauts on a au sens des distributions que

(26)

B"(2) = e(e + 1)z~ 1y 4 oo((2) + (B'(1T) — B'(17))d1,
comme B’(1*) — B'(17) = ¢ on a alors

2a

—B"(2)+ 277 B(2) = 27w Lo 1(2) + (207579 —e(e + 1)z EF) 1y L (2) + &0y,

dans Pexpression ci-dessus on voit que pour montrer —B"(z) + 279 B (z) > 0 il suffit de montrer que

2a

235579 _g(e +1)27 D > 0.

Dans I'expression ci-dessus on a alors que z(75a %) — e(e+ 1)z~ 2 > 0 lorsque z > ((e + 1)) =% et de cette

fagon, en prenant € > 0 assez petit de sorte que z > ((¢ + 1)5)1%& on obtient —B”(z) + Z%B(z) > 0.

Comme les fonctions B et B’ sont bornées on a bien que B € H} (]0, +c0]), alors pour montrer que B € ST on

doit vérifier que —B” + z7-a B € D*. Pour cela tout d’abord on va montrer que —B” + z7-a B € L},.(J0, +00[).
On a vu que presque pour tout z €]0,4o00[, on a

—B"(z) + 20 B(2) = 27 g 11(2) + (275579 —e(e + 1)z D)1y (2).

1

1e(]0, +00[) il reste de montrer que

Comme la fonction (z(l%_a) —e(e 4+ 1)z~ )1y | ((2) appartient & L

la fonction zla_aa]l]o)l[(z) est localement intégrable dans ]0, +oo[. Pour cela on va considérer deux cas : d’abord,

si ;TQZ < 0 alors 12_—“a > 0 et il est évidente que la fonction 212,—“&1]071[ est localement intégrable dans ]0, 4o0].
2a

D’autre part, si 0 < % < 1 alors —1 < % < 0 et la fonction z7-< est toujours intégrable prés de 'origine et

par conséquent localement intégrable dans |0, +oo[. Finalement, comme —B" + TSR € L},.(]0, +00[) est une
fonction positive sur |0, 4o00[, on a —B” + 2172 B € D*. De cette facon on conclut que B € ST.

Maintenant que nous disposons des hypothéses du théoréme de Perron, nous pouvons 'appliquer pour obtenir ’exis-
tence d’une fonction ¢ solution du probléme (23) et de cette fagon nous avons terminé I'étude de l'existence des
solutions du probléme (21]).

Etude de I’égalité.

On cherche maintenant & étudier 1'identité

aza(ov 5) =-C $(§)|§|1_a'

Nous savons que 0,7 s’écrit comme B(€)[€]' ¢/ (|€]*~*2). Si on peut montrer que lim ¢'(z) = —C avec C > 0, alors
z—0

on obtiendrait :
lim 0:20(z,€) = lim (BOIEI ¢/ (€' =) = —CR(&)¢]

i
z— —0+

qui est l'identité recherchée. Ainsi, la seule chose que 1’on doit montrer est que I'on a

lim ¢'(2) =—-C avec C > 0.
z—0t
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Mais comme ¢ est solution du probléme (23] on a A(z) < ¢(z) < B(z) pour tout z € [0, +oo[ alors par la définition

des fonctions A et B (formules (24), [25) et (26)) on a que 0 < ¢(z) < 1 pour tout z € [0, c0[. Cela nous montre que

@' (z) est bornée prés de lorigine, car si 'on a que lim ¢'(2) = +oo (ou lim ¢'(2) = —oo | alors la fonction ¢(z)
z—0 z—0

a un comportement asymptotique par rapport & 'axe z = 0 ce qui contredit le fait que 0 < ¢ < 1.

D’autre part, on a ¢ (z) = 2T @(z) alors ¢”(z) > 0, cela montre que ¢’ (z) est croissante et alors il existe lim () =
z—0
[. Montrons maintenant que I < 0. Comme ¢(0) = 1 et ¢(z) < B(z) = 1 sur 'intervalle [0,1] on a deux possibilités :
¢(z) = 1 prés de Vorigine ou ¢(z) est décroissante prés de l'origine. Si ¢(z) = 1 pour tout z € [0, [ (avec § > 0 petit)
—2a
on a une contradiction car ¢(z) vérifie I’équation —¢”(z) + 2T=2¢(z) = 0. Alors nécessairement ¢(z) est décroissante
prés de lorigine, ce qui montre que ¢'(z) < 0 prés de l'origine. Finalement on conclut que lim+ ¢(z)=1=-C,
z—0

avec 0 < C' < 400 et de cette fagon on conclut la preuve de la relation [22)) et la démonstration du Théoréme 2] en
utilisant la transformation de Fourier.

l—a

Remarque 2.1. La relation (—A)7z ¢(z) = —C lim+ t*0wu(t, x) peut également étre étudiée directement au niveau
t—

de Fourier : |¢|'~23(¢) = —C lir(JJn+ t0.1u(t, €) en utilisant I’équation Ofu(t,z) + %(’%u(t, x) + Agu(t,z) =0 au liew du
t—
probleme (21)) étudie ci-dessus.

En effet, en prenant la transformation de Fourier par rapport & x on obtient ’équation différentielle ordinaire

OFa(t,€) + $OA(EE) — €A =0, t>0

(27)
u(0,8) = &(8).
Comme dans le cas antérieur, pour trouver une solution classique u(t, &) on résoud d’abord le probléme
() + () () =0, >0,
¥(0) =1, (28)
t_1}+moo ¥(t) = 0.

En utilisant le changement de variable ¢t = (1 — a)zﬁ notons () = ¢ ((1 - a)zﬁ) := ¢(z). Ensuite, on a que

£ 9(1) = (1- )"0 (=) et () = 0" (1) + (

2a—1

zﬁ> Y (t), dou :

1—a

—2a

W(E) + T (1) = 0" ()=

De cette fagon on arrive au probléme (23] avec la fonction inconnue ¢(z). Par le Théoréme 2.3 on a vu qu’il existe
l—a
une solution classique ¢(z), donc, en retournant a la variable ¢ on obtient que (t) := ¢ ((ﬁ) ) est bien une

solution classique du probléme (28]).
Soit maintenant

t, €) = E(IElt)-
Comme 9, €) = B(E)[€l'(IE]t) et DZa(t, &) = FE)IE2¥" (]t) alors

0R(1,€) + $0a(1.6) ~ 5701, 6) = €160 (w10 + 0/ ()~ w(lln)) =0,

de plus le fait 1(0) = ¢(0) = 1 implique que u(0,&) = $(&). Alors u(t, &) est bien une solution classique du probléme

@D).
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Montrons maintenant 1’égalité |£]! =23 (¢) = —C lim+ t*0:u(t, €). Par la définition de @(¢,£) on voit que
t—0

Jim 10046, ) = Tim ¢ GOV (£10I€] = Tim (610w (1l1) €'~ B(€) = ~C I~ B(6),

lim
t—0+
avec —C' = lim t*¢/(t). Par la relation t%¢’(t) = (1 — a)®¢®'(z) on obtient donc qu’il existe C' > 0 tel que —C =

R
lim t*'(¢t).
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3 Applications aux fonctions harmoniques fractionnaires

Dans cette section nous montrerons quelques applications de la relation entre I'opérateur Laplacien Fraction-
naire ?t le probléme d’extension au demi-espace. Plus précisément, nous monterons trois conséquences de la relation
(—=A) =" p(z) = —C lim t*du(t,z)

t—0t

(i) Extension par réflexion de Iextension harmonique a 'espace tout entier,

(ii) L’inégalité de Harnack,

(iii) La formule de monotonie de Almgren.

Pour ces trois applications nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 3.1. Soient ¢ € S(R"), (—A)'z" Uopérateur Laplacien Fractionnaire, avec —1 < a < 1 et R > 0 un réel.
On dit que ¢ est harmonique fractionnaire dans un voisinage de l'origine si :

l1—a

(=A)7 p(x) =0 pour tout |x| < R.

l1—a

11 est important de remarquer que la relation entre opérateur (—A) 2z , avec —1 < a < 1 et le probléme d’extension
exprimée par la formule (—A)kTago(x) =-C lim+ t*0yu(t, z) nous permet de traiter cet opérateur non local via des
t—0

techniques locales des équation aux dérivées partielles comme nous allons le voir tout au long de cette section.

3.1 Extensions par réflexion a I’espace tout entier

Nous avons travaillé jusqu’a présent sur un demi-espace du type ]0, +00[xR™. Dans cette section nous allons voir
comment étendre les problémes étudiés a ’espace tout entier du type R x R™.

Siw:[0,400[xR™ — R est une solution classique du probléme d’extension au demi-espace [@)-(I0) pour ¢ € S(R")
une fonction qui vérifie la relation (—A)kTa olx) =-C lim+ t*0¢u(t, x) nous allons montrer que lorsque (—A) =t o(x) =
t—0

0 pour tout |z| < R, la fonction u peut s’étendre a des valeurs de ¢t négatives de sorte qu’elle vérifie 'équation (@) au
sens faible.

Tout d’abord, remarquons que I'équation du probléme d’extension d7u(t,z) + g(%u(t, x) + Agu(t,x) = 0 est équiva-
lente a I'équation divy . (t*V zu)(t, ) = 0 dans le sens qu’une fonction réguliére u(t, ) vérifie ’équation du probléme
d’extension si et seulement si u(¢, z) vérifie ’équation ci-dessus, ot V, zu(t, z) = (yu(t, ), dru(t, ), ..., 0hult,x)) est
le vecteur gradient de w dans le point (¢, z) €]0, +00[xXR™ et divyy = (¢, 01, ..., 0n) est Popérateur de divergence.
En effet, pour (¢,z) €]0, +00[xR" on a :

" a

divy o (V) (t, ) = O, (t*Opult, x)) + Y 0i(t*Dpult, x)) = t*(Ofult, x) + —Ou(t, z) + Agu(t,)).
i=1

Cette remarque nous sera d’utilité dans I’énoncé et la démonstration du résultat suivant.

Théoréme 3.1 (Extension par réflexion a ’espace tout entier). Soit ¢ € S(R"),R >0 et u: [0,4+00[xR" — R une
solution classique du probléme d’extension (9)-(1d) :

Otult, ) + %&u(t,x) + Azu(t,z) =0, zeR" ett>0

u(0,z) = ¢(z),
telle qu’elle vérifie la relation : (—A)lga o) = -C lim+ t*Opu(t, x). Si @ est harmonique fractionnaire dans le sens
t—0
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de la Définition [31] pour tout |z| < R alors la fonction,

u(t, x), t>0 e zeR”
u(t,x) =
u(—t,x), t<0

est une solution faible de I’équation
divy 5 ([t|*V z0)(t,x) =0

sur la boule Br = {(t,x) € R"™ : 2 + |z|? < R?}.
Démonstration. Soit ¢ € C;°(Br) une fonction test. On a alors
/ divt,m (|t|avt,ma) (tv $)¢(t, I)dtd‘f = / |t|avt,za(ta I) ' vt,zd)(ta I)dtd‘f
BR BR

On considére les ensembles
Bi.={(t,z) € Br:|t|>e} et By.={(t,x)€Bgr:|t|<e} pour £>0

et par le théoréme de la convergence dominée on a

I = / [t1°Vigu(t, z) - Vigp(t,z)dtde = lim [t1*Vipu(t, z) - Vigo(t, z)dtdx
Br

+
e—0 Bi,c

+ lim [t1°V zult, z) - Vi o(t, z)dtdz.

=0t /B,
Supposons pour 'instant le lemme suivant :
Lemme 3.1.
/ [t]°V 2u(t, z) - Vi o(t, z)dtde = / o(e,2)eV pule, z)dx.
B, BrN{|t|=¢c}
Nous donnerons la preuve de ce lemme un peu plus tard. Alors, en acceptant ce lemme on peut écrire

/ "V aii(t 7) - Vewo(t,2)dtde = T [ [H0Viaii(t,z) - Viao(t, )dtdz
Br

e—=0+ Bl,s

+ lim [t|*Viou(t, z) - Vigo(t, z)dtdx

e—01 Ba.

= lim (e, )"V (e, x)dx
e20" S Brn{lt|=c}

+ lim [t|*Vi0u(t, z) - Vigo(t, z)dtdx

e—0t+ B
= lim Il,a + lim I2,a-
e—0t e—0t

Nous allons montrer maintenant que lim Iy, = lim I, = 0. Pour montrer que lim I; . = 0 on commence par
e—0t e—0t e—0t
remarquer que

o(e, x)eOu(e, x)dx = o(e, x)eOpu(e, x)lgn x)dz,
L At i = [ ot aetaie i, @

ot B}, dénote la boule dans R™ centrée dans I'origine et de rayon R. D’autre part, comme ¢ est harmonique fractionnaire
dans la boule B% on sait que :
l—a

lim t*Qu(t,z) = (—A) = ¢(x) =0, pour tout =z € Bj. (29)

t—0+
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Comme ¢(t,x) est une fonction test, elle est toujours bornée et par I'égalité ([Z9) en écrivant ¢ en place de ¢, on a que
la fonction

e ii(e, x)lpn ()
R2—¢2

est aussi bornée sur By pour £ > 0 assez petite. Alors on a la majoration |¢(e, z)e*0su(e, )| < C'lpn(z) pour tout
€ > 0 assez petit. De plus,

o(e,x)0pu(e, x)e1pn

— (x) — 0 pour tout z € Bj,

lorsque € — 07, donc par le théoréme de convergence dominée on obtient

lim I . = lim o(g,x)e*0u(e, x)dx = lim o(e,x)e (e, x)lpn

x)dx = 0.
e—0t e—0t Brn{|t|=c} e—0t BY \/R2752( )

Montrons maintenant que lim+ Ir. = 0. Tout d’abord remarquons que comme u est de classe C? dans [0, +0o[xR"
e—0

alors ||V zu||e < +00 sur ensemble compact Br N {¢t > 0}. Cela montre que la fonction t*|V, u(t, z)| appartient
a LY(Br N {t > 0}). En effet, on a la majoration suivante :

R R
/ 19|V, u(t, 2)|dtdz < ||Vioul|p / (dtdr < |[Vioul|1o / 1dtdz < C || Vs ul| e / £*dt < +oo,
BrN{t>0} Brn{t>0} |z|<R JO 0

ou la derniére intégrale converge car —1 < a < 1. Ensuite, par la définition de la fonction (¢, 2) on obtient que

/ [t|*|V ¢ pu(t, x)|dtdr = 2/ t4Vy gu(t, z)|dtde < +oo.
Br BRﬂ{tZO}

De cette fagon, par le théoréme de convergence dominée, on a

lim I, = lim [t|°V zu(t.z) - Vi po(t, x)dtde = li%1+/ [t|*Vi,ou(t.x) - Vi ¢(t, )1 <cy (t)dtdz = 0.
E—r Br

+ +
e—0 e—0 Bs.c

Nous avons démontré que la fonction u(¢,x) est solution faible de I’équation div; ,(|t|*Vyu)(t,2) = 0 sur la boule
Bg. ]

Preuve du Lemme 3.1l Tout d’abord on va montrer que

/ [t1°V i gu(t, z) - Vigp(t, z)dtde = / divy o (o(t, ©)|t|* Vi) (t, x)dtdz. (30)
Bl,s

Bl,s

En effet, on sait que

/ dive o (Ot )|t|*Via@) (t, 2)dtde — / Vot @) - [t°Veaii(t, 2)dtde + | 6(t, 2)diveo (1" Ve o@) (¢, 2)dtde,
Bl,s BI’E Bl,s

alors pour montrer la formule (30) il suffit de montrer que o(t, x)divy o (|t|* Vi o0) (t, z)dtdz = 0. Par la définition
Bl,s
de Bj . on obtient,

o(t, x)divy o (|t|* Vi o0)(t, z)dtdz
Bl,s

/ 6(t, 2)diveo (11|10 0) (¢, ) dtda
Bl,gﬁ{t>s}

+ / 6(t, 2)dive.o (|t]"Vo@) (¢, 2)dt der
B .N{t<—e}
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Comme u(t,z) vérifie divy o (t*Vigu(t,z)) = 0 pour z € R™ et t > 0, il est évident que la premiére intégrale dans
la derniére formule est égale a zero. De plus, lorsque ¢t < —e, par la définition de u(t,z) on sait que Vyu(t,z) =
Vizu(—t,x), o —t > ¢ >0, alors on a :

/ o(t, )dive o (|t|* Vi 1) (t, x)dtde = —/ (t, )div o, ((—t)* Vi pu)(—t, z)d(—t)dz = 0,
By, N{t<—c} By .N{—t>e}

d’ott on vérifie la formule (B0). Maintenant, comme ¢(¢, z) = 0 sur le bord de la boule Bp et en utilisant la formule de
Stokes, on a

/ divy 5 ((t, ©)|t|* Vi) (t, x)dtdr = / ¢(e,2)e"Vy pu(e, x)dx.
Bl,s

BrN{|t|=¢}

Ce qui termine la preuve du lemme. |

Remarque 3.1. Le théoréme antérieur reste vrai si la fonction ¢ est telle que (—A)°¢ = 0 dans B}, au sens des
distributions ot nous remplagons Uhypothése (29) (ot la limite est vérifié uniformément pour tout |x| < R) par la
condition plus faible lim+ t*Opu(t, ) = 0 au sens des distributions, c’est & dire :

t—0

lim t*Opu(t, )Y (x)dr =0, pour tout 1 € Cg°(BR).

t—0+ B7,

En effet, il suffit d’étudier I'intégrale I; . et on a dans ce cas :

¢(e,x)eOpui(e, x)lgn ] (z)dx

n R2—¢
By

/ ¢(e,x)e (e, x)dx
BrN{|t|=¢}

S/ |p(e, x)eOpui(e, x)|dx

R

< Y(z)e*Opule, x)da,
BR

ou ¢ € C°(B}E) est telle que |p(e, z)| < (z) pour tout = € B} et tout € > 0 assez petit. Donc, lorsque e — 07 par

la majoration antérieure on a

lim I . = lim ¢(e,2)e (e, x)dx = 0.

e—0t e=0" JBrn{|t|=¢c}

3.2 L’inégalité de Harnack

Passons maintenant a notre deuxiéme exemple d’application du Théoréme 211
Dans le cadre des fonctions harmoniques classiques, c’est a dire des fonctions de classe C? sur un domaine Q de R™ qui
vérifient I’équation de Laplace
Af(x) =0 pour tout =z €9,

I'inégalité de Harncak affirme que si en plus, f > 0 sur (2, alors les valeurs de cette fonction sont comparables sur
tout sous-domaine U CC €2, plus précisément, pour tout sous-domaine U CC €2 il existe une constante C' > 0 qui ne
dépend que de n, 2, U telle que

sup f(@) < C inf f(z).

Rappelons que la notation U CC 2 signifie qu’il existe un ouvert V' C €2 tel que V est compact et on a les inclusions
Ucvcvco

Dans cette section nous voulons montrer le théoréme suivant.
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Théoréme 3.2 (Inégalité de Harnack). Soit ¢ € S(R"™) une fonction positive telle que (—A)lg_aga(:zr) = 0, pour tout
|z] < R, avec —1 < a <1 et R> 0. Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de n telle que

sup p(z) < C inf o(z).
z€BR mEB%
2

1
(1—a)T-az

Démonstration. Soit v(z,x) = ¢ * ]B;(Z, () ott Py(z,z) = Cna —
(1—a)2z1=a +[z|2)

—1— est le noyau de type Poisson
n¥l=a

solution de classe C? du probléme d’extension pour ¢
zﬁafv(z,x) +Agv(z,2) =0, z€R et z2>0

v(0,z) = ¢(z).

D’autre part, soit v(z,z) lextension par réflexion par rapport a hyperplan z = 0 de la fonction v(z, x), c’est a dire,
la fonction ¥(z, ) est définie par :

v(z,x) =

v(z, ), z>0 et zeR”
)= { v(—z,x), z < 0.
Nous allons montrer que la fonction v(z, x) vérifie I'inégalité
su}g)ﬂ(z, x)<C ]iBnEf U(z,x)
2

et alors comme v(0,z) = ¢(x) on obtient 'inégalité de Harnack recherchée sup p(z) < C in

il Bg
2

o(z).

N

o

Pour cela nous allons montrer que la fonction ¥ est la limite d’une suite de fonctions (w,)e>o dans 'espace C(Bpr) ou
w, vérifié I'inégalité
supwe(z,2) < C inf we(z, x) (31)

B

pour tout £ > 0 et de cette fagon en faisant ¢ — 0% on a que supv(z,z) < C inf ¥(z, ).
R

B
B% £

Pour trouver une telle suite de fonctions pour € > 0 nous considérons alors le probléme suivant :
(|z|—i—s)%(?fwg(z,x)—i—Awwa(z,x) =0 (zz) € Bg, (32)
32
ws(zv'r) :5(2517) (Z,I) € 8BR

L’équation (|z| +5)%83w5(z, x)+Agwe(z, x) = 0 est strictement elliptique (voir [8], Définition 6.2) et ses coefficients :

(2| +e)Te si i=j=1

aij(z,x) = 1 si i=j et 2<i,j<n+1
0 si i#jy,
sont fonctions holdériennes sur la boule Br avec exposant de Hélder 0 < ¢ < min ( , %) Nous aurons besoin du

lemme suivant

Lemme 3.2 ([8], Théoréme 6.13). Soit Lf(x) = >, ai; ()07 f () + > =10 ()0 f(x) + c(x) f(x) un opérateur
strictement elliptique sur un domaine borné Q C R™, tel que c(x) < 0 pour tout x € Q et tel que tous ces coefficients
a; j, bi, ¢ appartiennent o l’espace de Héolder C7(2), avec 0 < o < 1. De plus, on suppose que pour tout x € 0 il existe
une boule B telle que QN B = {z} (condition de la sphére extérieure). Alors, pour h € C°(Q2) et g : R* — R une
fonction continue sur O il existe une unique fonction f € C(Q) N C%7(Q) solution du probleme de Dirichlet suivant

{Lf(:v):h(:v) x € 9,
fl@)=g(x) xe€ Q.
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Ainsi, en prenant le domaine Q = Bp (qui vérifie la condition de la sphére extérieure) et la condition au bord
g(z,z) = ¥(z,x) (remarquons que v(z,x) est continue car est 'extension a l'espace R x R™ de la fonction de classe
C? wv(z,2)) on obtient par le lemme précédent que pour tout ¢ il existe une fonction w. € C(Bgr) N C?7(Bg) solution
unique du probléme ([B2)).

Montrons maintenant que telle fonction w, vérifié I'inégalité de Harnack (3I)). Pour cela nous allons utiliser le ré-
sultat suivant.

Pour ¢ : R"*! — R une fonction réguliére et strictement convexe, on note par coffD?¢(z,r) la matrice de co-
facteurs de la matrice hessienne de la fonction ¢ dans le point (z,z) € R™*! notée D?¢(z,x). Alors pour une fonction
f de classe C? on définit I’équation de Monge-Ampére par

Lof(z,2) = tr(coftD?¢(2,2) D* f (2, 7)), (33)
ot tr dénote la trace de la matrice coff D¢ (z,x)D? f(z, z). Dans ce cadre on a lemme suivant :

Lemme 3.3 ([3], Théoréme 5). Soit f une solution classique de ’équation de Monge-Ampeére Lyf = 0 sur la boule
B((z0,x0),7). Alors il existe une constante C > 1 qui ne dépend pas de la fonction ¢ telle que, si f est de plus une
fonction positive alors on a
sup  f(z,x)<C sup  f(z, ). (34)
B((Z(),I[)),%) B((Z(),I()),%)

Pour appliquer le résultat ci-dessus a notre cadre pour tout € > 0 nous définissons la fonction ¢.(z,z) par :

(ol +e)™ e

C(a) C(a)

2
be(z,2) = % + pour tout (z,x) € R™*!

avec la constante C(a) = fl(l_zl)lg > 0. On voit ¢.(z,z) est bien une fonction strictement convexe et réguliére car la

puissance de l'expression (|z| + s)ﬁ est telle que 2= > 1 (-1 <a < 1).

Comme w, est une solution classique de 1’équation (|z| + a)%afws(z, x) + Agwe(z,z) =0on a:
Lo.w.(z,x) = tr(coffD*¢.(z,2)D*we(z,z)) = tr (det(D* ¢ (2, z))(D*¢:(z,2)) ' D*w. (2, x))

(Iz| + 5)ﬁ ((|z| + 5)%83105(2,90) + Amwg(z,x)> =0

d’ott on voit que la fonction w. est de plus une solution classique de I'’équation de Monge-Ampére Ly w. = 0 sur la
boule Bgr

Comme la fonction v est positive sur |0, +0o[xR", car v(z,x) = ¢ * Py(z,-)(x) ot les fonctions ¢ et P, sont posi-
tives, on a que U est aussi une fonction positive et par le principe du maximum faible (voir [§], Corollaire 3.2) on
obtient que w, est bien une fonction positive, ainsi, par le Lemme [3.3]il existe une constante C' > 1 qui ne dépend pas
de la fonction ¢, et par conséquent ne dépend pas de € telle que

supwe(z,2) < C inf w.(z, x)
BE B%
2

pour tout € > 0.

Etudions maintenant la convergence de la suite (w.)c>o. Pour cela nous allons accepter le lemme suivant

Lemme 3.4 ([4], Lemme 4.2). Soit (w:)e>0 la famille des solutions classiques du probléeme ([33). Alors pour toute > 0
on a que O,w:(0,x) = 0 pour tout |x| < R et de plus, il existe une constante M > 0 tel que

lwellero(Bry < M pour tout & > 0.
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(63 (63

Rappelons que |we|lc1.o(py) = Z |0%we||loo + sup  sup [0%we(z,2) = 0 wg(gw,y)|
<1 la|=1 (z,2)#(w,y) I(2,2) = (w,y)]
forme M > 0 donnée par le lemme précédent on a que les familles des fonctions (we)eso et (0%we)eso (pour tout
multi-indice || = 1) sont équicontinues sur la boule By et ensuite par le théoréme d’Ascoli on obtient qu’il existe une
sous-suite (£;) en telle que les suites des fonctions (we, )jen et (0%we, ) jen (pour tout multi-indice |a| = 1) convergent
dans I'espace C(Bpg) et donc sont suites de Cauchy dans C(Br). Ceci implique que (wc;)jen est une suite de Cauchy
dans Pespace H!(Bg), en effet on a la majoration

et alors par la borne uni-

[|lwe, —wakH%p(BR) = / lwe, (2,2) — we, (2, 2)|*dzdz + Z / 10%w, (2, ) — 0%we, (2, z)[*dzda
BR BR

la|=1

IN

O(HwE]‘ — We,, ||§o + ||aaw€j - aawsk ||§o)
et donc il existe w € H'(Bg) telle que we, — w dans H'(Bg).

Etudions maintenant trois propriétés importantes de la fonction w.

(1) Tout d’abord remarquons que par la condition au bord w.(z,z) = v(z,z) pour tout (z,x2) € dBr on a que
w(z,z) = V(z,x) pour tout (z,x) € dBg.

(2) D’autre part, pour tout multi-indice [a| = 1 la suite de fonctions (0%wx,)jen converge dans C(Br) et par
conséquent elle converge dans L?(Bpg) grace a la majoration ci-dessus, ainsi, comme w., — w dans H'(Bg)
alors nécessairement les fonctions 9w sont continues sur C(Bg) et ceci montre que w € C!(Bg).

Soit B CC BrN{z # 0} une boule, comme w,; vérifie I'équation (|z| + gj)%afwsj (z,2) + Aywe, (2,2) = 0 au
sens classique sur la boule B alors pour tout ¢ € C3°(B) on a

/ 0w, (2,2)0.((|2] + aj)%d))(z, x)dzdx —|—/ Vaowe, (2, ) - Vatp(z, 2)dzde = 0
B B

et par le théoréme de convergence dominée on obtient, lorsque £; — 0T, que

/ d,w(z, x)az((|z|)%¢)(z,x)dzdx —|—/ Vew(z,z) - Vo(z,x)dzdx = 0,

B B

c’est a dire on a que | - |%8z2w + Azw = 0 au sens des distributions. Ensuite comme la fonction | - |% est
de classe C* sur la boule B CC Br N {0} on a bien que 'opérateur strictement elliptique | - |%8§ + A, a

ces coeflicients de classe C* et comme | - |%822w + Azw = 0 alors on obtient que w est de classe C* sur la
boule B CC Br{z # 0} et par conséquent est de classe C2. Cela montre que la fonction w vérifie équation

|z|%8z2w(z, x) + Ayw(z, ) = 0 au sens classique sour toute boule B CC Bgr N {0}.

(3) Finalement, par le Lemme B4 on a que 9,w,(0,z) = 0 pour tout |z| < R et pour tout € > 0 et alors on obtient
que 0,w(0,z) = 0 pour tout |z| < R.

Avec ces propriétés qui caractérisent a la fonction w nous énonc¢ons maintenant le lemme suivant

Lemme 3.5. Il existe une unique fonction w telle que :
(i) w(z,x) =v(z,x) pour tout (z,z) € OBRg.
(ii) w € CY(BR), elle est localement de classe C* sur Br N {z # 0} et pour toute boule B CC Br N {0} elle vérifie
l’équation au sens classique

|z|%238z2w(2,x) +Aw(z,x) =0
(i11) 9,w(0,z) = 0.
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Nous donnerons la preuve de ce lemme plus tard. En acceptant ce résultat nous allons montrer que la fonction v(z, x)
vérifie 'inégalité de Harnack supv(z,z) < C Jigmf U(z, ). Pour cela tout d’abord nous allons montrer que la fonction w
Bpgr R
5 2

vérifie I'inégalité de Harnack ci-dessus.

En effet, pour tout € > 0 nous avons montré I'inégalité

supwe(z,z) < C ]ian we(z, x)
R

Br R
2 2

ot la constante C' > 1 ne dépend pas de € et par conséquent comme w,; — w dans C(Br) on a bien que

supw(z,z) < C inf w(z, ).

Bgr BE
= 2

De cette fagon pour montrer que la fonction v(z, ) vérifié 'inégalité de Harnack nous allons montrer que v(z, x) vérifie

les propriétés du Lemme et alors par 'unicité d’une telle fonction on obtient que v = w sur Bpg.

Vérifions alors les propriétés du Lemme La propriété (i) est évidente et donc nous passons a la vérification
de l'autres propriétés.

(ii) Comme ¥(z, ) est la réflexion par 'hyperplan z = 0 de la fonction de classe C? v(z,z) pour montrer que
v € CY(Bg) il suffit de montrer que 9,0(0,z) = 0 pour tout |z| < R. En effet, comme ¢ est harmonique fraction-
naire, c’est a dire (—A)kTagp(x) = 0 pour tout |z| < R par la relation 0,v(0,z) = (—A)kTagp(x) = 0 on obtient
que 9,v(0,x) = 0 et par conséquent on a bien que 9,v(0,2) = 0 pour tout |z| < R.

D’autre part, comme la fonction v(z,x) est de classe C? et vérifie 'équation z%afv(z,x) + Agu(z,z) =0
au sens classique par la définition de la fonction ¥(z,z) on obtient que cette fonction est localement de classe
C? sur Br N {z # 0} et vérifie 'équation |z|%835(z,x) + A,¥(z,2) = 0 au sens classique sur toute boule
B cc Bgn{z #0}.

(iii) Par la partie (i7) on a vu que 9,9(0,x) = 0.

Maintenant que nous avons vérifié toutes les hypothéses du Lemme 3.5, nous pouvons invoquer ce résultat et de cette
facon nous obtenons que v = w sur Bg et nous avons montré ce théoréme. |

Preuve du Lemme
L’existence d’une telle fonction w est déja prouvée dans le théoréme ci-dessus de cette facon il suffit de montrer I'uni-
cité. Supposons alors qu’ils existent deux fonctions wi,we qui vérifient les hypothéses (), (i) et (7). Pour € > 0
soit

u(z,z) = wi(z,x) — wa(z,x) + €lz|,
I'objectif est de montrer que u(z,z) < eR pour tout (z,2) € Bg de sorte que si on fait ¢ — 0T on trouve

que u(z,z) < 0, c’est a dire, wi(z,z) < wa(z,z). Aprés, par le méme raisonnement en définissant maintenant
u(z, ) = wa(z, x) —wi(z,x) +€|z| on trouvera que wa(z, ) < wi(z,x), donc wy(z,x) = wa(z, ) pour tout (z,x) € Bp.

Comme wi(z,z) = wa(z,2) = V(z,x) pour tout (z,z) € IBg, alors, u(z,z) = €|z| < eR sur dBg. Supposons
qu’il existe un point dans Bp tel que u > ¢R, alors u atteint au moins un maximum dans la boule Br dans un point

(20,20) € Bg,car u est continue et u < eR sur Bg.

On va étudier les cas suivants :

Si zo = 0, en notant 9fu(0,zy) = lim+ d.u(z,z0) et 7 u(0,29) = lim d,u(z,mp), on a, dfu(0,xy) = € et
z—0 z—0~
97 u(0,z0) = —e, alors 9 u(0,z0) > 95 u(0,x0), mais comme (0, o) ¢’est un maximum et on a que 9; u(0,z0) > 0 et

03 u(0,x0) <0, c’est a dire, on a que 97 u(0,x9) < 9, u(0,z0), alors on obtient une contradiction.
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Par contre, si zp # 0 prenons r > 0 assez petit tel que la boule B := B((z9,%0),7) CC Br N {z # 0}.Par I'hy-
pothése (i7) on sait que wy et ws sont solutions de 'équation elliptique |z|%2zaz2w(z, x) + Ayw(z,x) = 0 sur la boule
B, ensuite, par la définition de u(z,x) on sait que cette fonction est aussi une solution de cette méme équation sur B.
Comme u atteint un maximum dans le point (2q, o) dans Bg N {z # 0} évidement (2o, z() est un point ot u atteint
un maximum dans B, mais par le principle du maximum faible (voir [§], Corollaire 3.2) on a que la fonction u ne peut
pas atteindre des maximums dans l'intérieur de la boule B mais seulement au bord dB. De cette fagon, on conclut
que u(z,r) < eR sur Bg. [

3.3 Formule de monotonie d’Almgren

Nous passons maintenant & la troisiéme application du Théoréme 211 Les formules de monotonie sont des outils
trés utiles dans I’étude des propriétés de régularité des équations différentielles elliptiques. En particulier, la formule
de monotonie d’Almgren a été utilisée dans de nombreux problémes reliés & la recherche des propriétés locales de
régularité des équations différentielles elliptiques. Dans ce cadre pour une fonction u : R” — R de classe C! sur B; la
boule de centre 'origine et de rayon 1, on a le résultat

Théoréme 3.3 (Formule de monotonie d’Algrem, [I0] Théoréme 1). Si u est harmonique sur la boule By, c’est a
dire, Au(x) =0 pour tout |x| < 1 alors la fonction ® :]0,1[— R définie par

/BR |Vu(z)|2de
/ | Ju@)do )

®[R) =R

est monotone croissante dans l'intervalle 10, 1].

Dans cette section nous montrons la formule de fréquence d’Almgren pour les fonctions harmoniques fractionnaires.

Commengons donc avec quelques notations et définitions. Soit R > 0, on définit la semi-boule supérieure par
B ={(t,x) e R"™ ¥+ |z <R et t>0}

et on définit la semi-sphére supérieure par
Sh={(tz)eR 2 +|z>=R* et t>0}.

Remarquons que 9B} = SE U {|z| < R}.

On veut monter le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 (Formule de fréquence d’Almgren). Soit Ry > 0, ¢ € S(R™) et u : [0, +00[xR™ — R une solution
classique du probléme d’extension pour ¢ :

O2u(t, ) + %&u(t, x) + Agu(t,z)+ = 0, reR" ett>0
u(0,) = ().

Si @ est de plus une fonction harmonique fractionnaire pour tout |x| < Rg alors la fonction ® :)0, Ro[— R, définie
par

/ t*\V ¢ zu(t, ©)|*dtds
Bj
/ tu(t, z)|*do(t, )
0B}
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est monotone croissante dans 'intervalle 10, Ro|.

Démonstration. Tout d’abord remarquons que ®(R) est croissante si et seulement si log(®(R)) est croissante car
la fonction log et son inverse sont croissantes. Pour montrer ceci il suffit de montrer que (log(®(R)))" > 0, pour tout
0 < R < Rp. Soit donc 0 < R < Ry. On a,

log(®(R)) = log(R) + log ( /B ) ta|vt,zu(t,x)|2dtdx> ~log ( /

+
oB;

t*fu(t, z)|*do(t, I)) :
donc

) 8R/+t“|vtﬁzu(t,x)|2dtdx 83/ +t“|u(t,a:)|2da(t,33)
(og(@(R)) = &+ S
/ |V pu(t, z)|*dtd / t"u(t, )|*do(t, x)
B} B},

R

/ t\Vs u(t, ©)|*do(t, x) / t* <2u(t, :zr)gu(t, x) + (n + a)|u(t, a:)|2) do(t,x)
1 st St (917,
- R _Z°r
R / 191V, pu(t, )P didz / 1 u(t, 2)|%do(t, z)
B} Sk

Par le changement de variable (t,z) = R(s,w), ou (s,w) € B, il suffit de montrer que (log(®(1)))’ > 0. En prenant
R =1 dans la formule antérieure, on obtient

/+ |V pu(t, ©)|*do(t, z) 2/5+ ¢ <u(t, :C)a%u(t, x) + (n+ a)lu(t, :v)|2) do(t,x)

(log(®(1)))' =1+ = - (35)
/+ tV u(t, ©)|*dtdx /+ tu(t, z)|*do(t, )
B S

1 1

Maintenant, on va étudier les intégrales / t\ Vi zu(t, ©)|?do(t, ) et / t*|V¢.2u(t, ©)|*dtdr de la premiére fraction
sF B
de la formule précédente.

0 0 0 0
Pour la premiére intégrale ci-dessus, comme Vi u(t,z) = ?u(t,x) + —=u(t,z) et =—=u(t,x) - ?u(t,x) =0

0 on on 0
on a
9 > 1o d > 19 2 9 2
2 _ - _
|V zu(t,z))* = 'ﬁu(t,:v) + 'ﬁu(t,x) = 'ﬁu(t,x) ’ﬁu(t,x) +2’8jnu(t,:v) ,
alors, on peut écrire
9 > 1 ? 9 2
/ N stt )Pt ) = / r ]a—?;uu,x) - la—ﬁuu,x) dolt.)+2 [t dote)
Supposons pour 'instant le lemme suivant.
Lemme 3.6.
9 > 1o 2
/S1+ t* <'ﬁu(t,:v) - 'ﬁu(t,:v) ) do(t,x) = /B1+ (n+a — DtV u(t, o) *dtdz.
Alors par le lemme ci-dessus on a
P 2
/S1+ t\V i pu(t, 2)|?do(t, r) = /B1+ (n+a— DtV u(t,z)|*dtde + 2/31+ ﬁu(t,:v) do(t,x). (36)
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Maintenant, pour la deuxiéme intégrale comme u(t, x) est une solution classique de I’équation (@) on a

divy 5 (t*u(t, 2)Vyzu(t,z)) = Ot®u(t,x)ou(t, z) + Z Oit®u(t, x)Oyu(t, x) = t*|Vyu(t, )| + t*u(t, ) Agu(t, x)
i=1

+%t“u(t, 2)dyu(t, z) + t(Dult, z))2 + t*02ul(t, z)

=tV ult, z)|? 4t u(t, r) ((?fu(t, x) + %&u(t, x) + Agu(t,x)) = ta|Vtﬁzu(t,33)|2,

=0 car u(t,z) vérifie I'équation (@)

donc, on peut écrire

/ ta|Vt7mu(t,a:)|2dtdx:/ divg o (t*u(t, )V gu(t, ))dtde = lim divy o (t*u(t, £) Vi gu(t, z))dtdz.
B+

; Bf e=0t JBtn{t>e}

Pour tout € > 0, par la formule de Stokes, on a

/ divg o (t°u(t, z)Vy gu(t, z))dtde = / t“u(t,x)gu(t, x)do(t, ) — e?Ou(e, x)u(e, x)dx.
Bf n{t>e} on

Sstn{t>e} /|m|<\/1—52

Ensuite, lorsque ¢ — 07, par le théoréme de convergence dominée on a

0 0
t*u(t, ) =—=u(t, z)dtde — t u(t, :r)?u(t, x)dtdx
/Sfm{t>s} on s 9

et

e®Ou(e, x)u(e, x)dx = / e*Oule, x)ule, ¥)1p o ji=zz)(®)dz — 0.

lz|<1

/z<\/152

Donc, on peut écrire

a 2 o 8
/B+t |V zul(t, ) dtdx—/s u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,x). (37)

+
1 1
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Maintenant, en utilisant les formules [B6]) et ([B7) et on revenant & (B5) on obtient

a 2 a 9 a 2
/S+t |Vizu(t,z)|*do(t, x) 2/S+t u(t,:z:)ﬁu(t,:zr)da(t,:c) (n—i—a)/s+t |u(t, z)|*do(t, x)

(log(®(1)))" = 1+— - - -
/ |V pu(t, z)|*dtd /t“|u(t,:1:)|2da(t,x) /t“|u(t,:1:)|2da(t,x)
By s st
9 2
/ (n+a—1)t“|Vt_zu(t,:c)|2dtd:c+2/ —u(t,x)| do(t,x)
I | st 197 _
/ |V pu(t, z)|*dtdx
By
0
2/ ¢ u(t,x)Fu(t,$) do(t,x)
+ It
(n+a)— =

/+ t*u(t, )|*do(t, x)
S

1

2
a a a
/S+ t 8jnu(t,gc) do(t, x) /S+ t u(t,x)ajnu(t,x)da(t,x)
= 1+(n+a—-1)—(n+a)+2—— 3 —2-=
a a 2
/sjt u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,x) /Sjt |u(t, z)|*do(t, z)
’ 0

, /sjt ﬁu(t,x) do(t, x) /sjt u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,x)

B a 9 B a 2
/Sft u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,x) /Sjt lu(t, z)|“do(t, )

5 2
do(t, x) /S+ tu(t, z)|*do(t, z) — </S+ t“u(t,x)%u(t,x)da(t,x))

1 1

(38)

a 8 a
/Sjt u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,:c)/+t lu(t, z)|>do(t, z)

Sy

=1

Ensuite, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on sait que

2
</Sl+t U(tvx)ﬁu(t7x)dg(t’x)> < </s+t lu(t, )| da(t,a?)> </sl+t

1

ﬁu(t, ZZ?)

i da(t,:c)) ,
alors, dans la formule (B8] on a
9 : 9 i
- </S1+ t* aju(t,x) dcr(t,:c)) </Sl+ t“|u(t,x)|2dcr(t,:c)> - </s1+ t“u(t,x)ﬁu(t,x)da(t,x)>
a 9 ? a 2 i
(/Srt . da(t,:v)) </Sl+t lu(t, 2)| da(t,x))

7
u(t,
u(t,)
car par 'inégalité de Cauchy -Schwarz nous avons vu que le numérateur de la fraction ci dessus est positif. De cette
fagon on a montré que (log(®(1)))’ > 0 et ceci termine la démonstration du Théoréme B4 |

>0

Passons maintenant a la preuve du Lemme
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Preuve. Tout d’abord on va montrer que
2 divg (taw(t,x) —t((t, x) - Vtﬁzu(t,x))vtﬁzu(t,x)) =t*(n+a—1)|Viu(t,z)* (39)
Notons w := (¢, ) - Vi zu(t, x), alors comme
divy » (taw(t, x) — tw V, gul(t, x)) = divs 4 (taw> — divg 5 (t%w Vi gul(t, z))

on a par la définition de I'opérateur de divergence que

Ve zu(t,z)?

su(t, z)|?
|Vt7 U2( x)l 5 —i—At,mu(t,x)w.

dive 4 (t“ (, :c)) =t*(n+a+1)

D’autre part, pour expression divy 5 (1w V¢ zu(t, x)) on a que

divy 5 (t“wVgu(t,z)) = t"wAgu(t,x) + Vit (w - Vigut, z))) = t*wA pu(t, ) + Z it w;u(t, x) + Oyt wdyu(t, x)
i=1

= tw(Ayul(t,z) + 0%u(t, z)) + Z Oit*wou(t, x) + (ta%w +t* 8tw) Oru(t, x)
i=1

= t'Viw- Vu(t,z) + t*w (Bfu(t, x) + %Btu(t, x) + Ayu(t, )

=0 car u(t,z) vérifie I’équation dHI)

= 1°Viw - Vigu(t,x) =tV gu(t, ©)? + Ay pu(t, 2)w.
D’ou on obtient la formule ([B9) car

(ta |vt,mu(t7$)|2 |Vt)1’u(t,$)|2
2 2

-1
9 pult, )P,

divy (t,x) —t*((t,x) - Vigu(t,x))Vysult, :v)) =t*(n+a+1) + Ay pu(t, x)w
—tU\Vpult, z) > — A pult, z)w =t

De cette fagon, par la formule ([39) et le théoréme de convergence dominée on a

2u(t, z)|?
/ (n+a— D)tV pu(t, z)>dtde = lim 2/ dive 5 (t“w(t, x) —t*((t,x) - Vigu(t,x)) Vi zult, :v)) dtdx,
Bl+ Bfﬂ{t>s} 2

e—0t

ensuite, pour tout € > 0, par la formule de Stokes on obtient que

su(t, z)[?
2 / divy o <t“M(t, ) — t9((t, ) - Vigu(t, 1)) Vesult, a:)) dtdx
Bfn{t>e} 2
Lult, )2 . 2
= 2/ t‘liwt’ ut, 2)| —ta|(t,x)'Vt,IU(t,x)|2da(t,x)+2/ —5““7|vt’ u(e, 7)| dx
SFA{t>e} 2 |z|<1 2

+2/ (g,2) - Vizu(e, x)eOpu(e, x)dz
|z|<1

2 2
/ t | | Vezult,z)* — 2 %u(m, t)| | do(t,z) + 2/ —E“HM + (6,2) - Vigu(e, x)eOpule, x)dx
st ’ on |z|<1 2 ’

/S1+ 4a O%u(t,:c) 2

0 2 |V zu(e, x))?
- ‘ﬁu(t, x)| |do(t,x)+ 2/ —6““% + (e,2) - Vigule, x)edyule, x)dz.
lz|<1
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Pour montrer la formule de ce lemme on doit montrer que la deuxiéme intégrale de la derniére expression est égale a
zéro lorsque € — 0. Tout d’abord remarquons que :

\Y% e, x)]? \Y% e, x)]?
/ E“HM + (g,7) - Vi pu(e, 2)eOpu(e, v)dz| < / aa“M + |V pu(e, )| [e“Opu(e, )|dz.
jol<1 2 jal<1 2
Comme ¢ est harmonique fractionnaire pour tout |z| < R < Ry par l'identité (—A) =N o(z) =-C lim+ t*0u(t,x) en
t—0
écrivant ¢ en place de t, on a que
lim e*Ou(e,x) =0 pour tout |z| <R,
e—0+
alors on obtient par le théoréme de convergence dominée que
\Y ,z)|?
lim 5“+1M + C|Vzule, z)||eOu(e, x)|de = 0
e—0*+ lz|<1 2
et nous avons montré ce lemme. |
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4 Extension a d’autres opérateurs de dérivation fractionnaire.

La relation entre 'opérateur Laplacien Fractionnaire et le probléme d’extension au demi-espace, montrée dans
le Théoréme 211 dans la Section 2, ouvre la porte a des relations similaires pour d’autres opérateurs de dérivation
fractionnaire. L’objectif de cette section est de montrer deux résultats récents exposés dans les articles [14] et [1] o,
motivés par le Théoréme 211 la relation entre le probléme d’extension et un opérateur de dérivation fractionnaire est
généralisée a des opérateurs différentiels linéaires de deuxiéme ordre L. D’autre part cette relation permet de définir
lopérateur de Laplace-Beltrami fractionnaire sur ’hyperboloide H".

4.1 Relation entre un opérateur différentiel de deuxiéme ordre et le probléme d’ex-
tension au demi-espace

Soit  C R™ un ouvert, on dénote par L un opérateur différentiel linéaire de deuxiéme ordre, c’est & dire, pour
f € C?(Q) I'action de L sur f est donnée par I'expression :

Lf= ai;j0};f+Y bidif +cf,

i,j=1 i=1

ot I'on suppose que les fonctions a; ;,b; et ¢ sont continues sur €2 et de plus a; ; = a;; pour tout ¢,7 =1,...,n.

Nous utiliserons comme principal outil la théorie spectrale et avant de commencer il convient de préciser quelques
définitions et résultats qui seront utilisés ici. Toutes ces définitions et résultats se trouvent dans [IT] Chapitres 12 et
13.

Définition 4.1 (Résolution de l'identité). Soit (X,.A) un espace mesurable et H un espace de Hilbert compleze avec
produit scalaire {-,-)g. Une fonction
E:A— £(H),

ot £(H) dénote lespace des opérateurs linéaires et continus de H dans H, est dite une résolution de l'identité si elle
vérifie :

(i) Pour tout A € A, E(A) € £(H) est un opérateur auto-adjoint et tel que E(A) o E(A) = E(A) (composition

d’opérateurs).

(ii) E(0) =0 et E(X) = I,.

(i1i) Pour tout A,B € A, E(ANB) = E(A) o E(B).

(iv) Si A,B € A sont tels que AN B =1, alors E(AU B) = E(A) + E(B).

(v) Pour tous f,g € H la fonction Ey , définie par

Efyg A —C
A — Epg(A) =(EA) ], 9)n

est une mesure complexe.

Remarque 4.1. Remarquons que par les propriétés (i) et (v) de la définition antérieure on a que pour tout f € H la
mesure Ey ¢ est positive et de variation totale E¢ ¢(X) = ||f||%-

L’outil le plus important repose sur le théoréme suivant pour les opérateurs auto-adjoints. Rappelons que le spectre
d’un opérateur auto-adjoint T, noté o(T'), est tel que o(T') C R.

Théoréme 4.1 (Théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints). Soit T : Dom(T) — H un opérateur linéaire,
auto-adjoint avec domaine dense Dom(T) C H. Alors il existe une unique résolution de l'identité E : Bor(R) — £(H)
telle que :

(i) Pour tout f € Dom(T) et g€ H on a

—+oo

(TF, g i = / NE; (V). (40)

— 00
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(i) E(o(T)) = 14 et on dit alors que le résolution de l’identité est concentrée dans le spectre de T'.
—+oo
(111) Dom(T) = {f €H: / NdE; p(N) < —I—oo}.

Il est important de remarquer que si un opérateur linéaire auto-adjoint T': Dom(T) — H est de plus un opérateur
positif, c’est a dire,

(Tf, fYu >0, pourtout f € Dom(T),

alors on a que o(7T") C [0, 400[ (en fait c’est une condition équivalente) et dans le théoréme antérieur on obtient dans
Pexpression [{0) que

+oo
<Tf7 g>H _/0 )‘dEfqg()\)v

pour tout f € Dom(T) et g € H, de cette fagon, dans le cadre des opérateurs linéaires auto-adjoints positifs on
travaille uniquement sur le domaine d’intégration [0, +oo.

Ce théoréme nous montre que tout opérateur linéaire auto-adjoint T : Dom(T) — H génére une unique résolu-
tion de l'identité E et de plus, on peut récupérer cet opérateur avec cette résolution de I'identité au sens de la formule
T)). De cette fagon on écrit formellement

T= /+Oo AE(N).

— 00

Pour ¢ : R — C une fonction mesurable et T : Dom(T) — H un opérateur linéaire auto-adjoint on veut donner
un sens a 'expression ¢(T"), plus précisément, on souhaite obtenir un opérateur ¢(7") défini dans un sous-ensemble
dense de H. L’exemple le plus important est lorsqu’on prend la fonction ¢ de cette fagon ¢(\) = e~ avec 7 > 0 et
de cette maniére on obtient le semi-groupe associé a 'opérateur T, (e~77),~0, comme nous allons le voir plus tard.
Tout d’abord énongons le théoréme qui donne un sens a l'expression ¢(7).

Théoréme 4.2 (Calcul symbolique). Soit T : Dom(T) — H un opérateur linéaire auto-adjoint et E : Bor(R) —
L(H) la résolution de lidentité générée par T. Alors pour toute fonction mesurable ¢ : R — C lopérateur

o(T) : Dom(¢(T)) — H

défini par

+oo
(O(T)frg)n = / $(NdE;4(), pour tout f € Dom($(T)),g € H, (a1)

vérifie :
—+o0
(i) Dom(¢(T)) = {f €H: / lp(N)|2dE;, s (N) < —I—oo} est un sous-espace dense de H.

(ii) &(T): Dom(¢p(T)) — H est un opérateur linéaire normal, c’est a dire ¢(T)(d(T))* = (¢(T))*o(T).
(i4i) Pour ¢ : R — C une fonction mesurable on a que ¢pop(T) C ¢(T) o (T) et Dom(¢p(T) o p(T)) = Dom
Dom(¢p(T)). En particulier ¢(T) = ¢(T) o (T si et seulement si Dom(¢p(T) o (T)) = Dom(¥(T)) N
Dom(¢n)(T)).
Remarque 4.2. Dans la propriété (iii) du théoréme antérieur 'expression ¢pi(T) C ¢(T)op(T) signifie que lopérateur
d(T) o Y(T) est une extension de lopérateur ¢po(T'), c’est & dire, Dom(p(T) o (T)) D Dom(dp(T)) et pour tout
f € Dom(¢(T)) on a ¢p(T)(f) = ¢(T') o p(T)(f).
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Par la formule (£I]) on écrit formellement

+oo
o(T) = / HNAE(N).

— 00

Une fois que nous avons exposé rapidement ces résultats de la théorie spectrale, maintenant, nous allons les utiliser
pour définir le semi-groupe associé a 'opérateur différentiel linéaire de deuxiéme ordre L et I'opérateur de dérivation
fractionnaire L® avec la puissance 0 < s < 1.

Dorénavant nous allons travailler uniquement sur I'espace de Hilbert L?(Q2). Afin d’appliquer les résultats antérieurs
il faut imposer sur I'opérateur L : Dom(L) — L?(2) les conditions suivantes :

(i) Dom(L) est un sous-espace dense de L?((2).
(ii) L est un opérateur auto-adjoint et positif.
De cette fagon, par le Théoréme AT il existe une unique résolution de I'identité E : Bor([0, +o00[) — £(L*(Q)) telle

+oo
que L = / AdE()). A partir de maintenant et dans tout qui suit £ dénote la résolution de I'identité générée par
0

Popérateur L.

Nous avons alors les définitions suivantes :

Définition 4.2 (Semi-groupe asocié a l'opérateur L). Soit L un opérateur différentiel linéaire de deuxieme ordre qui
vérifie les hypothéses (i) et (ii) ci-dessus. La famille d’opérateurs (e~"F),;~0 avec domaine L?(SY), définie pour tout
7>0 par :

—+o0
<67TLf)g>L2(Q) = /0 e E; (), pour tout f,g€ L*(Q),

est le semi-groupe associé a l'opérateur L.

7L a les propriétés suivantes pour tout f € L2(£)

Il es important de remarquer que pour tout 7 > 0 l'opérateur e~
(voir [1]], Section 3 et [I4], Section 2) :

(i) La famille (e~"%), < est un semi-groupe avec générateur infinitésimal L, c’est & dire : e

77Lf_f

—71L Oe—TgL — e—(T1+t2)L

pour tout 71,7 >0, % =I; et Lf = lim

T—0t
(i) llem™ fll2) < flle2@)
(iii) La fonction u = e~ "% f vérifie, dans L2, 'équation d’évolution : dyu + Lu = 0.

pour tout f € Dom(L).

(iv) e~ ™F est un opérateur auto-adjoint et positif.

Définition 4.3 (Puissances fractionnaires de l'opérateur L). Soit 0 < s < 1, a laide du Théoréme [[.3 on définit
lopérateur L*, avec domaine Dom(L*) C Dom(L), par :

+oo
(L°f,9) 2(0) = / NdE;4(\), pour tout f € Dom(L®) et g€ L*(Q). (42)
0
Il existe une relation intéressante entre les opérateurs e~7% et L*, plus précisément, maintenant nous allons voir que

lopérateur L* peut étre défini a 'aide de opérateur e~7X. En effet, motivés par I'identité

1

A

+oo
1
/ (677-)\ — 1)1—+d7', pour tout A > O,
0 T

grace a la formule [@2)) on écrit formellement :

—+o0 —+o0 —+o0 )\ —+o0 —+oo )\
/0 NedE(\ / / 1) drdB () / / 1) B\ dr

- ﬁ/{)m </0 *”dE()\) /0 1dE()\)) e = I‘(—s)/o (67 ~ L)
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De cette fagon on obtient une caractérisation de 'opérateur L*® par

JRp— /+OO(TL 1) L g
_1—‘(—3) ) e d 7-1+S T.

Cette caractérisation sera d’utilité dans la démonstration du Théoréme [4.3] ci-aprés. Apreés ces définitions nous passons
au résultat le plus important de cette section concernant lopérateur L® avec 0 < s < 1. Il s’agit en fait d’une
généralisation du Théoréme 2] et nous allons étudier ici le probléme suivant pour ¢ € C;°(9) :

t288tu(t, x) — Lu(t,z) =0, reQett>0 (43)

u(0,z) = (). (44)

Ce probléme est donc un analogue au probléme d’extension au demi-espace présenté dans les sections précédentes et
nous allons voir qu’il est possible d’en donner une solution compléte exactement de la méme fagon que précédemment
mais en utilisant les outils issus de la théorie spectrale. Plus précisément nous avons le théoréme suivant.

8t2u(t,x) +

Théoréme 4.3 (Relation entre 'opérateur L? et le probléme d’extension au demi-espace). Soit ¢ € C5°(2) C Dom(L?)
et 0 < s < 1. Une solution au sens de L*(Q) du probléme d’extension pour ¢ au demi-espace (Z3)-({4) est donnée par

+oo 2 d
u(t,z) = CS/ e TELp(x)e = 1—;, pour presque tout x € Qett >0 (45)
0 T

_ 1
avec la constante Cy = NOR
De plus, on a ’égalité dans L*(Q) :

csLip = lim 1720, (46)
t—0+

avec la constante ¢, = Cs5-T' (1 — s).

Remarque 4.3. Dans la Section 2 on a écrit la puissance fractionnaire s = 1_7“, avec —1 < a < 1. Ce changement de
variable a aidé a la recherche du noyau de type Poisson P,. Néanmoins, dans cette section, pour simplifier les calculs on

va travailler directement avec la puissance fractionnaire s. Remarquons que si dans l’équation ({3) on prend s = %

a
et L =—A, on récupére l’équation du probléeme d’extension pour le Laplacien Fractionnaire : Bfu + ;atu + Ayu =0.

Ce fait n’est pas fortuit, nous verrons plus tard comment le Théoréme [£.3 implique le Théoréme [21] lorsqu’on prend
Vopérateur L = —A et Q =R"™.

Démonstration du Théoréme [4.3l La preuve de ce théoréme est divisée dans 6 étapes. Tout au long de cette
t

e

preuve nous allons travailler avec deux mesures : Tl—:dT et la mesure donnée par la résolution de 'identité, Ey . Il

est intéressant de remarquer deux propriétés de ces mesures. D’abord, observons que pour tout ¢ > 0 fixé la mesure
+2
e 4T

—dr est une mesure finie sur tout compact de [0, +oo[ ceci nous permettra d’utiliser le théoréme de Fubini. En

7-175
2
M 2 Mo
T dr < C T dr,
o T ° o T °°

effet, pour 0 < M < +ocoon a
ou l'intégrale ci-dessus converge car 0 < s < 1. D’autre part, remarquons que pour tout f,g € L*(Q) la mesure Ey
est de variation bornée et de plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a que |Ey 4[([0, +00[) < |[f]|z2()llgllL2(0)-

Etape 1. Pour tout ¢ > 0 la fonction u(t,-) définie par la formule (45) appartient & L?(Q).

En effet, soit ¢t > 0 et pour chaque R > 0 définissons la fonction ug(t,-) par :

ug(t,x) = CS/ e TP Lp(x)e 3d7, pour presque tout = € .
0
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Alors pour tout g € L?(2), par le théoréme de Fubini et la formule (@I on a

R . el
~d1, g :CS/ <e T Lsgo,g>L2(Q)e ar —7.175‘17
L2(Q 0

R +oo +oo
Cs / / e—”/\SdEW(A)ew =C / / M7A)%e 4r—deE 5.0(N),
0 0

par le changement de variable 7 = { on trouve dans la derniére intégrale que

g —7Lt1s _2 1
<UR(t,'),g>L2(Q) = Cs ‘/O e L pe T -

+o00 AR
<uR(t7 ) L2 Q) = / / e "r’T 16 4T)\d’l”dE¥, g(/\)

de cette fagon on a la majoration suivante :
+oo +oo
(ur(t, ')79>L2(Q)‘ < Cs/ / e " drd|Ep g (V)| < |lellL2@)ll9]l2() < +oo, (47)
0 0

2
car e~%* < 1. Cela nous montre, par dualité, que pour tout ¢, R > 0 la fonction ur(t,) € L*(Q) et de plus
llur(t, )2 < ll¢llL2(o). Maintenant, par la définition de la fonction ug(t,-) on voit que

Rl,I%igg-i-oo <U‘Rl (tv ) — UR, (tv ')7 g>L2(Q) =0, pour tout g € LQ(Q)v
de cette fagon, en prenant (R,)nen une suite croissante dans RT telle que R,, — +oo et en prenant g = ug, (t,-) —
UR,(t,), par la formule ci-dessus on voit que (ug, (t,))nen est une suite de Cauchy dans L?(£2) et alors il existe une
fonction u(t, ) € L*(Q) telle que ug, (t,-) — u(t,-) dans L?(1).

Pour finir la preuve de 1’étape 1 montrons que cette fonction u(t, ) s’écrit par la formule (45]). En effet, pour g € L?(Q2),
par le théoréme de convergence dominée et la formule [T on a

+oo
<’U/(t7 ')7 g>L2(Q) = R1—1>IEOO <uR(t7 ')7 g>L2(Q) = CSRI—{I—{-IOO / T)‘ e = _deE ,q()‘)

e iLys _2 dr Lt AT
Os/ <6 ‘L <Pag>L2(Q)e TS = <CS/ “L pe 4T 1_Svg> )
0 T 0 T L2(Q)

alors on obtient I'égalité (@) au sens de L?(12).

Etape 2. Maintenant, on va montrer la condition de type Dirichlet (@)). Pour Iinstant on va supposer que, pour
tout t > 0 u(t,-) € Dom(L). Soit g € L*(Q), toujours par la formule (@3] on a que

+oo  ptoo dr oo ptoo a1
(u(t,), g LQ(Q / / eTMTA) dE, 4(N)e” e ﬁ = C’S/ / e "rfe” T ;drdE%g(/\),
0 0

par le changement de variable 7 = £. On a vu dans la formule {7) que

—+oo —+oo
(u(t, ), 9)2(0) < Cs /0 /0 e r*tdrd| By o (V)| < |lell 2@ ll9llz2(0) < +oo,

ceci donne une borne uniforme sur (u(t,-), g) - () €t alors, par le théoréme de convergence dominée, lorsque ¢t — 0,
on trouve que

. : et s eal
<u(05')ag>L2(Q) = lim <u(t7')7g>L2(Q) = lim Os/ et ;deEap,g(/\) = <%9>L2(Q)-

42



Remarquons que, également par le théoréme de convergence dominée, on a

+oo 22 1 +oo

/ e "rfe” T —dr — / e " dr =T (s) = (Cy) 71,
0 r 0

lorsque ¢ — 07. De cette fagon, on a montré la condition (44]) au sens de L?(2).

Etape 3. La fonction u, définie par la formule (@5), est deux fois différentiable par rapport a la variable t.
En effet, par la formule {H) et le théoréme de convergence dominée, pour tout g € L*(Q2) on obtient :

. u(t+h,-) —ult,-) L 1 oo _ew? dr oo _
%13%< h ) ey R /0 T @ T _/0 (L0 9) 2y
+oo _+n)? _ 2
B . L e ir  — e 47 dr
= G ) T ) ( h ) ri=s

Foo 2 dr
—TL7Ts — i
/0 (e7™"L s079>L2(Q)a’f (e 4T> Tls"

Alors on obtient I’identité suivante :

oo —1L s _2 dT
(Orult-), 9) o) = <—CS/ e T Lipdie” 1T 1S,g> . (48)
0 T L2(Q)

Nous voyons de plus que la fonction Oyu(t,-) définie par l'intégrale antérieure est absolument convergent au sens
d’intégrale de Bochner et par le théoréme d’intégration sous le signe-intégral elle est deux fois différentiable par
rapport a la variable t. De cette fagon on obtient que :

, +o0 rLrs ap 22 dT
<5tu(t')=9>L2(sz): —Cs 0 e Lipdie R L2(Q)'

Etape 4. Maintenant on va montrer que la fonction u(t,z), définie par la formule @H) vérifie dans L?(Q) I'équation
@3) du probléme d’extension pour ¢ au demi-espace.
Soit alors g € L?(€2), par les deux formules précédentes on a :

1-2
<8t2u(t, )+ " Satu(t, ), g>

1—2s t2) dr

+o0 2
Cs/ <6_TLL890=9>L2(Q) (afe_ﬂ T Ope™ T
0

+oo 2
s—1 t 2 dr
— CS 7TLLS , —ar
/0 <€ 4 g>L2(Q) ( —7_ + —47_2) e gy

—+oo
rLrs s—1 _2 dr
= CS‘/O <6 ‘L 9079>L2(Q) e 17

T 7-175

L2(Q)

::Il

+o0 2
t 2 dr
—TL7Ts -4
+OS/O (e7™FL ‘P’9>L2(Q)—4T2e it

par une intégration par parties dans l'intégrale I; on trouve que

2 2 dr

I /JFOO a < 7TLLS > 721_2 dT /+OO < 7TLLS > —ir
= - (e , e T —_—— e , e T —
1 0 ¥ 9 L2(Q) F1—s 0 ¥ 9 L2(Q) 4712 7l=s
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de cette fagon, on obtient que :

<afu<t, gl

T L _2 dr
8tu(ta')ag> = _O/ 87'< "L ¥ 9 > (Q)e 4T

L2(9)

7—l—s

+oo [e'e] 2 d
= —c/ (/ e—”ASdEW(/\)) e
i
+oo +oo d
= C/ / A TINE,, (Ve i ——
+oo +oo 2 dr
= CS/ / e A\ em 1w e o0(N)
—+o0 —+o0
= / / 7T)‘Ase Z?—
2 dr
= < (/ TLLSSDe i 1s>7g> .
0 T L2(Q)

dEsa,g(/\)

Finalement, par la formule {&]) on a que

<afu<t, yyp iz

duu(t, >g> — {Lu(t ), ) a0
L2(Q)

Etape 5. Finalement, on va montrer la relation qui existe entre 'action de 'opérateur L® sur une fonction ¢ € C3P ()
et le probléme d’extension pour ¢ au demi-espace, ([@3)-(24).

Pour tout g € L?(Q), par la formule @&), on a pour ¢ > 0 fixé

<t1756 t > —_C t1725 +00< 7TLLS > t 7% dr
tu( 7')79 L2(Q) — — s 0 € 2% Lz(Q);e zu

ensuite, par le changement de variable 7 = 4—‘;, dans l'intégrale ci-dessus on trouve que

1-s veas [T _2p ot (4r 1=s
(¢ atu(t’.)’g>L2(Q) = G /0 <e oL ‘Pa9>L2(Q)e 2r (t_2> dr

o2 [T et d
= — @[S TS
545/0 <e w,g>L2(me rodr,

2
comme lim+ <e_3_rLLS<p, g> 2@ = (L%p, g >L2(Q), par le théoréme de convergence dominée on trouve dans I’expression
t—0 L

antérieure que :

lim t'72%9u(t > = lim (t!7%0,u(t,-),
<t_)0 hu(t, ), g . ( hu( )9>L2(Q)

im 0.2 [ (et d
_ w s TS
10+ S45/0 <e %g>L2(Q)€ roar

2 [t s s
= CSE/ e "r*dr (L <P79>L2(Q) = (esL <P=9>L2(Q)'
0

Etape 6. Pour finir la preuve de ce théoréme on va montrer que, pour tout t > 0, la fonction u(t,-) appartient a
Dom(L).
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Pour cela, comme l'opérateur L est le générateur infinitésimal du semi-groupe (e~"%) ¢ il suffit de montrer que
pour tout g € L?() la limite suivante est bornée

—olL D .
lim <e u(t, ) — ul(t, ),g> .
L2(Q)

o—0t o

On a donc :

<e_ULu(t, ) —ult, ')79>L2(Q) _ /Q e lu(t,x) — u(t,x)g(x)dx

Y 2 dr L/ 1 [t __. 2 dr
—TLrs -4 - —TLrs — i d
a < F(S)/o ‘ plz)e Tl—s) o (1“(8)/0 ‘ plze Tl—s>> !
9(z) T eanLys _2 dr e _2 dr
- /Qams) (/ R e

N / agr(g(ci) ( /;OO (e L (@) — Lo p(w) e TCfTS) dx

_ /ng((w))/ﬂo (e_(o'-‘rT)LLSSO(x)_e—TLLSSD(x)e_ﬁ) dr
ot 8 Jo o

d’ou en faisant 0 — 0t on a :

Il
:,\
| =
«Q

—
8

S~—

|

Q

=~
7N

+oo 2 d

= / g(x)/ —Le TELp(x)e 7 i dx et par le théoréme de Fubini
ol (s) T

+oo

0
g(I) —1Lts _2 dr
= - Le 7" Lip(x)dre 7 ——,
Lo Lrs (e =

ensuite par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

[,

1 ' 1+s —71L _:2 dr e 1+s —7L _2 dr
= m(/@ lgllzz I e ol L2 ye 4*7,1,s+/1 gl 2l L e " 0l L2 )e T

g((E) —1LTs _ 12 dr /Jroo 1 1+s —7L _2 dr
L L rdr——| < — L T
e He@emdia < | pglela ILT e e 5

Maintenant nous allons supposer que P'action du semi-groupe (e~7%),~¢ est donnée par convolution avec un noyau

suffisamment régulier K., c’est a dire, pour tout f € L?(Q) on a e "' f = f x K, et de cette facon dans I'expression
ci-dessus on obtient

1 ' 1+s _ dt +oo s 2 dr
= (s (/0 gl 2L * Krl|L2(ye” 3 o +/1 gl L2 | L o * K| 2ye” o ——

1 1 s s _ 2 dT Foo s _ 2 dT
T T() (/0 g2 |13 0 L3 K| 2oy = +/1 lgllzz@lle * LKl @pe Tls>

lgllr2(0 1 s s _a2 dr oo s 2 dr
< 2@ / ILEH || 2oy | LE Ko |l praye™ 7 = + / ol L2y 1L Ko |l pagye™ 7 == ) -
F(S) 0 T 1 T

Nous allons supposer également le résultat suivant par analogie avec I'opérateur Laplacien ; quitte a définir 'opérateur
L de fagon simple pour obtenir ces propriétés :

Lemme 4.1 ([5] Lemme 3.2). Soit s > 0. Alors nous avons la magjoration suivante.

||LSK7—HL1(Q) S CT_S.
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En appliquant ce lemme & ’expression ci-dessus on a que
—olL ) — t.- O 1 s s oo
R T ) R Py
o—0+ o L2(Q) I'(s) 0 1
< C H9||L2(Q)
- T

On obtient donc que u(t, ) appartient au domaine de L et ceci termine la démonstration du théoréme.

(IL2 el 20y + llell2@) < +oo.

Nous avons montré dans ce théoréme la relation qui existe entre 'opérateur de dérivation fractionnaire L° avec
0 < s < 1 et le probléme d’extension au demi-espace. Tout au long de cette démonstration nous avons travaillé avec la
solution u(¢, z) du probléme d’extension (@3))-([@4]) donnée par la formule ({@H]). De la méme maniére que dans la Section
2 on cherche a trouver un noyau de type Poisson noté P qui nous permet d’écrire la fonction u(t, z) sous la forme :

U(tvw)=/QPf(w7y)<p(y)dy-

De cette fagon on recherche un noyau de type de Poisson dans le sens de la définition suivante :

Définition 4.4 (Noyau de type Poisson). Pour tout s €]0,1[ et t > 0 une fonction Pf(x,y) telle que pour tout y € Q
fizé PE(-,y) € L3(Q) et qui vérifie au sens de L*(Q) Uéquation ({{3) :

1-2s
0Py (2,y) + 0P (2,y) — LB (2,y) = 0,
c’est a dire, pour tout g € L*(Q)) on a que
s 1-2s s s
(e + 20 )~ L2 C)g) =0
12(@)

et de plus, pour tout ¢ € C3°(Q2) la limite lim+ (P (x,-), 90>L2(Q) = p(z) a lieu pour presque tout x € ), est nommeée
t—0
un noyau de type Poisson.

Rappelons que dans la Section 2 pour trouver le noyau de type Poisson noté P, (voir Définition 2.3)) tout d’abord on
a trouvé une solution classique de I’équation du probléme d’extension (@)-(I0) :

O2u(t, ) + %Btu(t,x) +Azu(t,z) =0, avec —1<a<1,

a
notée par Q, et ensuite, a 'aide de ’équation conjugué d7u(t, z) — ?Btu(t, x)+ Azu(t,z) = 0, on en a déduit le noyau

de type Poisson recherché et on a pu écrire des solutions du probléme d’extension (@))-(I0) sous la forme

/n Pa(tv'r - y)@(y)dy

Dans ce cadre, pour trouver le noyau de type Poisson P nous raisonnerons d’une maniére similaire, c’est & dire,
d’abord nous trouverons des solutions, qui appartiennent & L?(£2), de 'équation du probléme d’extension (@3))- (@4 :

1-2
Oult,z) + ——

Owu(t,z) — Lu(t,z) =0, avec0< s <1

et ensuite, a 'aide de son équation conjuguée définie par la formule :
1-—2s

Ou(t,x) — Opu(t, x) — Lu(t,x) =0, (49)
on en déduira le noyau de type Poisson Pf.

Avant de commencer nous faisons les suppositions suivantes :
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(a) L’action du semi-groupe (e 7).~ généré par 'opérateur L est donnée par convolution avec un noyau non-négatif
K, (z,y), c’est a dire, pour tout f € L?({2) on a

e TLf(x) = | K (z,y)f(y)dy, pour presque tout x € €.
Q

T

Remarquons que comme I'opérateur e~"% est auto-adjoint alors K, (z,y) = K, (y, z).
(b) Cenoyau K, (x,y) appartient au domaine de 'opérateur L et de plus il vérifie 'équation 0, K, (z,y) = —LK,(z,y)

pour tout z,y € €. En particulier, par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale cela implique que
37/ Ko (z,y)f(y)dy = / O K (2,y) f(y)dy pour tout f e L*(S).
Q Q

(¢) Pour z €  fixé il existe une constante positive Cy, et € > 0 tels que

1+7¢
1K, Yl + 10 Ko () gy < CoOb).

7—5

Avant de continuer, il convient de donner un exemple d’un tel opérateur qui vérifie les hypothéses précédents. Mo-
tivés par la Section 2 il est naturel de prendre comme exemple L = —A avec ) = R" l'espace tout entier. Dans

ce cas il est connu que l'action du semi-groupe (¢™*),~¢ est donnée par la convolution avec le noyau de la chaleur
le|?

h(z) = @ 1)% e~ 4, qui pour tout 7 > 0 est solution au sens classique de ’équation de la chaleur dyu — Ayu =0
T

. De cette fagon, en prenant K, (z,y) = h.(x — y) on vérifie sans probléme les hypothéses (i) et (ii). De plus,
et |0rhr | L2rn) < 7~ (17%) on a alors que | K7 ()|l L2rny + |0 K- (2, )| L2@®ny <

n

comme |hr||p2gn)y = C774
Cr=i(1+7171h.
On voit bien comment cette section généralise le cadre exposé dans la section 2.

Afin de rechercher le noyau de Poisson P;, tout d’abord nous allons caractériser les solutions dans L?(Q) de 1’équation
[3)) dans la proposition suivante :

Proposition 4.1. Soit ¢ € C5°(Q), 0 < s < 1, et x € Q fixé. Alors la fonction

oo 2 d
Q:(t,y) =Cs ; K, (z,y)e o= 71—7_-5 pour tout (t,y) €]0, +oo[x (50)

— _1 S .
et avec la constante Cs = &) vérifie :
(i) Qa(t,y) = Qy(t, ), pour tout z,y € €.

(i) Pour tout t > 0, Q3(t,-) appartient a L?(Q) et vérifie I"équation 02Q%(t,y) +

25 0iQ3 () — LQS(tyy) = 0

t
au sens de L2(Q), c’est a dire, pour tout g € L*(2) on a que
1-2s
L2(Q)
(ii) St x € Dom(p) alors on a que
. 1, I'(—s)
lim ( —t'"*0,Q5(t, - = : 51
t—l>%l+ <2S th( ’ )7 90>L2(Q) 45T (S) (p(i[]) ( )

Preuve. La propriété (i) est évidente car on a que K. (z,y) = K. (y,z). Montrons alors la propriété (ii). De méme
facon que I'étape 1 de la démonstration du Théoréme F3] pour z € Q) fixé et tout g € L?(Q) on a :

R 2 d too 2 d
lim Cs/ KT(x7-)e_FTZ,g = <Cs KT($7-)€_‘“'1—7-S,9>
R—+o0 0 T £2(Q) 0 T L2(Q)
oo 2 d oo 2 d
= CS/ (K7 (, ')=9>L2(Q)6_F1—; =Cs e_TLg(x)e_F 1i5 < +o00.
0 T 0 T



Cela montre que la fonction Q2 (¢, -) appartient & L?(€2). Vérifions maintenant que la fonction Q2 (¢, -) est une solution
au sens de L%(Q) de 'équation (@3)), c’est a dire, pour tout g € L*(Q) nous allons montrer I'identité

<afcz;<t, 5!

2
50,051, ->,g> (L@ ), 0) o
L2(Q)

En effet,
1—2s +°° 2 1-2s_ 2\ dr
<83Q;<t, )+ —20Q5( ), > C, / 2,):9) 1) <826 T e )
L2(Q) 0 t T
+°° s—1 2\ _.2 dr
OS/O ), 9) L2 (T"'E)e A
=I
ensuite, par une intégration par parties on obtient :
oo _2 dr oo _2 o dr
I = _CS/ Or (<KT(337 ')7g>L2(Q)) e prhs _CS/ (0- K+ (x, ')ag>L2(Q)e iy
0 T 0 T
oo 2 Foo 2 dr
= C / (LK:(2,°),9) 12 * 7.1 s =C / ), 9) L2 ()€ Tl—s

= (LQ:(t,), >L2(Q)'

Ceci montre (4¢). Montrons maintenant (7i:). Soit x € Dom(y), alors par la définition de la fonction Q:(t,-) et le
théoréme de dérivation sous le signe somme on a que

tl 2s t172sC +oo 2 dr tl*QSC +oo 2 dr
KQi(ty) = B Ly O
tQ ( y) 25 t 0 ((E y)e Fl-s 2 0 (‘T y) t€ Fl-s
Cs +oo 2 (12 1os dr
= _ K T ar — R
[ g (2) 7
ensuite, par le changement de variable 7 = i—i, on obtient que
C, Foo 2 (12 dr Cs Too dr
2 K@ye () T=- Ko (a,y)e ",
4s (@, y)e” ( T ) T 455 Jo 2 (@, y)e rs
et alors, par I'identité ci-dessus on a
1 C oo dr
lim { —£1-20,Q5 (¢, - 5 / (Ko(@.o) , oo
ti}%& <2S tQm( ) )7 ¥ L) 455 0 4_i (Ia )a 2 L2(Q)e e
C oo 2 dr C oo
— 1 _ — 4 -r _ S —r —sd
Jim — g [ e et T = T [ ear
I'(l—s)
~ T () P
) . . . T'(1-5s) r'(l-s) T (-s)
Finalement, par l'identité I' (—s) = ————on conclut que —mf(x) =T (S)f(:v) et de cette fagon on a
bien montré la propriété (iii). |

Dans le cadre du Laplacien Fractionnaire (—A)?® la relation qui existe entre I’équation du probléme d’extension :

1-2
OFu(t, x) + Satu(t, x)+ Agu(t,z) =0

et son équation conjuguée (voir Lemme 271)) est généralisée rapidement au cadre de opérateur L?, plus précisément
on a le lemme suivant :
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Lemme 4.2. Soit 0 < s < 1. Siu € L?(Q2) est une solution au sens de L*(2) de l’équation du probléme d’extension :

O2u(t,y) + - fsatu(t, y) — Lu(t,y) = 0,
alors la fonction v = t'=250,u est une solution au sens de L?(Y) de I’équation conjuguée :
Otv(t,y) — ! ;258tv(t,y) — Lu(t,y) =0.
Inversement, siv € L*(Q) est une solution au sens de L*(Q) de I’équation conjuguée alors la fonction u = —t—(1=29) 9,0

est une solution au sens de L*(Y) de l’équation du probleme d’extension.

Preuve. Cette preuve suit le méme schéma du Lemme 2.1l avec a = 1 — 2s. En effet, si u € L?(Q) est une solution de
I'equation du probléme d’extension alors pour tout g € L?(2) on a que :

<a§v— L=2s, _vag> _ <—3t2(t1253tu) 1-2s

t L2(@)
1-2
= <f1_255t (8t2u + > Oyu — Lu) ,g> =0.
t L2(Q)

La preuve de la relation inverse est analogue. |

Ou( 2 du) — Lt p), g>
L2(Q)

Maintenant nous avons les outils nécessaires pour trouver le noyau de type Poisson P dans le sens de la Défini-

tion @4l Tout d’abord on regarde la solution Q17%(¢,y) au sens de L?(£2) de I'équation conjuguée

1—
t

qui est donnée par la Proposition B en prenant la puissance 1 — s. En effet dans ce cas on obtient que 1 —2(1 —s) =

—(1 — 2s) et de cette fagon on récupére 'expression — 1;25 qui caractérise cette équation. Ensuite, par le Lemme
on récupére une solution de ’equation du probléme d’extension

1-2
Opv(t,y) + —— +d(t.y) — Lu(t.y) = 0,

2
020(t,y) — ——w(t,y) — Lo(t,y) = 0

donnée par expression —t~(1=29)9,Q1~%(¢,y). Comme cette équation est linéaire on sait que la fonction t (1 =29 9,Q1~%(¢,y)

est aussi une solution. Finalement, motivés par la propriété (iii) de la Proposition 1] avec la puissance 1 — s :

lim <ﬁt(125)6t62;5(t,.),¢> _ I'(=(1—-5%))

=————"—= définit la fonction P? :
vt o) T (1 _S)cp(x) on définit la fonction P? par

Pi(z,y) = C(s)t-17299,QL*(t,y),

4 —I'(l—s
avec la constante C(s) = (1= é))2(1)_ 5

Le théoréme suivant nous montre que la fonction P définie ci-dessus est en effet le noyau de type Poisson recherché
et de plus, il nous montre les propriétés principales de cette fonction. Néanmoins, avant de continuer il convient de
donner une expression explicite de la fonction P?(z,y). En calculant la dérivée par rapport au temps de la fonction
QL% on obtient que :

too 2 dT
Piry) = CEEUM0Q Ly = O 0, | Kowy)oe 8 T
/25 400 2 dr 28 oo 2 dr
= —C8)e7—— Ki(x,y)e” ™ = Kr(z,y)e =
), K -, Kt
2s +oo 7ﬁ dT
et donc Pf(z,y) = m ; Ko (z,y)e” 77 Tlts

Nous avons alors le théoréme :
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Théoréme 4.4. Pour 0 < s <1 la fonction

128 Hoo 2 dr
FS = - IS T - T
t (Iay) 45T (S) 0 (Iay)e 4 7_1+5

est telle que :
(i) Pour tout y € Q fixé la fonction P (-,y) appartient a L*(Q) et vérifie Iéquation
1—

8152Pts(xay)+ t

2s
8tPtS(x7y) - LPtS(Ia y) =0
pour presque tout x € Q).
(ii) Pour tout ¢ € C5°(Y) la limite tlir(% (Pf(x,),9) 120y = #() a liew pour presque tout x € 2.
—
i11) Pour tout ¢ € C3°(QQ) la solution du probléme d’extension, - u(t,z) donnée par la formule
® 0

too 2 d
u(t,z) = C’S/ e LA p(x)e 1w T
0

7—1—5

s’écrit sous la forme :
u(t,z) = / Pi(x,y)e(y)dy, pour toutt > 0 et pour presque tout x € Q.
Q
Et de plus, sup |u(t, z)| < sup |e”"Lo(x)|, pour presque tout x € Q.
t>0 >0

Démonstration. (i) Soit y € Q alors par 'hypothése (c) faite sur le noyau K (x,y) : [| K- (-, )| L2()+|10- K- (-, y) | L2() <
Cy(H—TE) on a la majoration

TE
t2s

s oo _ 2 dr oo c 2 dr
H‘Pt (-7y)HL2(Q) S m 0 HKT(',?J)||L2(Q)€ 4T 7-1+S S CU o (1+T )6 4rm

de cette fagon, pour montrer que P¢(-,y) € L?(Q) il suffit de montrer que la derniére intégrale ci-dessus converge. En
effet, on a par le changement de variables 7 = i—i que

e € 12 dr oo t26 —r,.s+e—1 ! t26 —r,.s+e—1
/0 (1+7)% T < /0 <1—|—W>e r dr:/o <1—|—W>e r dr

+oo t2€ te1
1+—— e ™™ dr =1 + I
of ()

+oo 1 2e pl
t
commel (s+¢) = / e "t ldr < +oo et 0 < s < lonaalorsque I; = / e "rteldr + el e < 4oo
0 0 0

—+oo
et de méme, I, < / e Tl < T (s +€) < +oo.
1

D’autre part, comme I'opérateur e~ °% avec o > 0 est un opérateur linéaire borné sur L?(2) on a que
—oL ps _ t2s oo —oL 72_2 dr d'ot
€ t (ay) T 45T (8) 0 e T('ay)e T Flt+s? ou

eigLPtS('vy) - Pts('vy) _ tzs /+OO eigLKT('vy) B Kt(vy) _2 dT
o 45T (s) J, o Tlts’

Alors par le théoréme des accroissements finis il existe § > 0 tel que

e 7 LPs(y) — P(y)
o

HLeieLKT(Wy)HL?(Q) = [le=*L KT("y)HLQ(Q) < IEEC )l )

L2(Q)
= [[0-K-(y)ll o) < Cy(+77)77°
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et alors on obtient une borne uniforme dans o, de cette fagon par le théoréme de convergence dominée (pour les
intégrales au sens de Bochner) on a dans la formule (52]), lorsque o — 07, que

25 +oo 2 dr
oK ()
T (s)/o HCy)e™

Maintenant nous disposons des outils nécessaires pour montrer que la fonction P (x,y) vérifie Péquation ([3) pour
presque tout = € ). En effet, par le théoréme de convergence dominée, les dérivées par rapport a ¢ de la fonction
P#(x,y) peuvent étre calculées comme dérivation sous le signe intégral et de plus, par une intégration par parties, on
a alors que

_LPtS('7y) =

. 1—-2s, 25 [heo 2 1+s\ _ dr
O Py (x,y) + ; 0P (z,y) = T/, Kr(%@(@‘ - >e s

28 +oo 2 dr s
= —m/o 0K+ (w,y)e 7 —— P LP}(z,y).

De cette fagon on conclut la preuve du point () de ce théoréme.

+oo 2
125 7t_7— T
451—\( ) Kr(xvy)e 4 Tl+5

(#3) Pour ¢ € C3°(2) comme P (x,y) = = C(s)t=17299,Q17*(t, y), avec la constante

_ 4 =T (1 — ) o PR
C(s) = (=T —s)2(1 =) par la propriété (ii7) de la Proposition 41l on vérifie immédiatement que

0

lim (P (z,-), @>L2(Sl) = ¢(z),

t—0t

pour tout € Dom/(yp).

(#4¢)Pour montrer que la solution du probléme d’extension u(t,x) s’écrit sous la forme wu(t,z) = / PP (z,y)e(y)dy

tout d’abord nous allons montrer que

1 teo e dr
u(t,x):m/o e p(a) ST

En effet, pour g € L?(2) par la formule {H) on a que

1 oo —7L s _12 dT 1 oo oo —TA s 7ﬁd7—
<u(t,-),g>L2<sz>=m/o (€750, 9) 1€ ‘”ﬁ:m/o /0 e (TA) dEp, g (A)e™ T —,

ensuite, par le changement de variables A\t = % on obtient dans I'intégrale ci-dessus que

teo poo /42 _adr oo e o dr
h= / / ©r (_) Bpg( Ve Ar 7431“ / / e 1+sdE*"19(/\)

+o00  ptoo 2s oo
2 dr t 2 dt
—TA — = —rL — =
= — dE A r—_— = P
4sT (S)/o /0 ‘ s NS = ) /0 (€0, 9) 2o ™ 11

et en retournant a la variable 7 dans la derniére intégrale ci-dessus on trouve que

t? +oo 2 dr
<’U/(t7 )7g> = <—/ e_Fe_TLSD 7g>
L2 @) 45T (s) Jo Tits L2(Q)

et de cette facon pour presque tout = € € on a

1 teo e dr
u(t,x):m/o e pla) ST
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Cette identité nous permet d’écrire la fonction u (¢, z) sous la forme énoncée dans la propriété (iii) de ce théoréme. En

7TL

effet, comme e / K, (z,y)p(y)dy dans 'identité ci-dessus on obtient pour tout ¢ > 0 et pour presque tout

x € Q que

L K d g dr t? +OOK g dr d P d
t g -, T ar = -(x, — 4T — s , .
u(t, ) T (S)/O < A (z,y)e(y) y> €T /9451“ 5/ (@,y)e™ 7 5 e(y)dy /Q s (2, y)e(y)dy

Finalement, montrons que pour presque tout z € 2 on a la majoration sup lu(t, z)| < sup|e”"Fo(z)|. Nous avons
>0

too 2 dr
montré que u(t,z) = ﬁ/ e*fl_fe*”’w(x)l—ﬁ, alors par le changement de variable r = % on obtient dans
0 T

I’expression ci-dessus que
1 +oo 27 dr
t = — T ar -r
) = 5 [ F el

d’olt pour presque tout x € ) et pour tout ¢ > 0 on a la majoration
1 /+°° 2 dr 1 e
u(t,z)] < =—— ‘e_ﬂ T ‘e_T < sup |e” T / e T dr = sup e Lolz
ut. ) < 555 | o) e < g s le THetw)] [ sup e~ (o)
et de cette fagon on conclut la démonstration de ce théoréme. |
Pour terminer cette section, nous allons montrer comme annoncé que le Théoréme H.3| est une généralisation du

Théoréme 2.1, plus précisément, en prenant L = —A et Q = R"™ l'espace tout entier nous allons montrer qu’on
récupére le noyau de type Poisson trouvé dans la Section 2 donné par la formule

( ) tlfa
Po(t, ) = ——————+
' (12 + [af2) ™57
avec —1 < a < 1. En effect, tout d’abord par le changement de variable utilisé dans la Section 2 s = 1*7“ on obtient
dans la formule ci-dessus que
t2s
Py_og(t,z) = e
) (s + Jof2) 55
Ensuite, comme 'action du semi-groupe (¢™®),~¢ est donné par convolution avec le noyau K, (z,y) = h.(x —y) =
z—y|?
a 1)% e par la formule du noyau Pf(z,y) qu’on a en déduit antérieurement on a alors
T

125 Feo 2 dr 128 teo 2 dr 128 e 2tle—y? dT

Pi(x,y) = K (z,y)e 7 = h(x —y)e o7 = —e 4T —
i (@) 45T (s) Jo ~(2,9) Tlts  4s (s)/o g v) Tits  4sT (s)/o (4rT)= Tlts
2 2
maintenant par le changement de variable r = # on obtient dans I'expression ci-dessus que
t25
P (z,y) = Ca(s) gz = C2() P12tz — )
(2 + |z —y|*) =
r n + s)
avec la constante Ca(s) = % et de cette fagon, on récupére le noyau de type Poisson P;_os(t, 2 — y) trouvé
™

dans la Section 2.

4.2 L’opérateur Laplacien Fractionnaire sur les variétés non compactes

Dans cette section nous allons exposer les résultats développés dans l'article [I] Some Constructions for the Frac-
tional Laplacian on Noncompact Manifolds sur la relation entre 'opérateur Laplacien Fractionnaire et un probléme
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d’extension au demi-espace. Jusqu'a présent nous avons montré cette relation (Théorémes 2] et [3]) dans le cadre de
lespace R™ doté de la norme euclidienne | - |. Motivés par le Théoréme [2Z] les auteurs de cet article montrent com-
ment cette relation entre le Laplacien Fractionnaire et le probléme d’extension est généralisée au cadre des variétés
n-dimensionnelles non compactes dotées d’'une métrique Riemannienne, en commengant par un cas plus simple donné
par l'espace hyperbolique H™ qui est défini ci-dessous.

L’objectif est de construire 'opérateur Laplacien Fractionnaire sur les variétés a travers d’un probléme d’extension au
demi-espace du méme type que celui étudié tout au long de la Section 2 (voir Définition 2.1]).

En suivant le travail réalisé dans [I] nous commencerons cette bréve exposition ou le Laplacien Fractionnaire est
défini sur ’espace hyperbolique H™ (voir [I] Section 2). Cet espace est un exemple simple d’une variété non com-
pacte avec une métrique Riemannienne et est défini comme la branche supérieure d’un hyperboloide dans R™+!, plus
précisément on a :

H" = {z = (v0,21,..., %) ER*" 122 — 23 — ... —22 =1 et z¢>0},
ou de fagon équivalent on a
H" = {x € R"™! : & = (cosh(r),sinh(r)d), avecr >0etd c S" '}

L’espace H" est doté de la métrique dyn = dr? +sinh? rdo?, ot do? dénote la métrique sur la spheére dans R™ de centre
lorigine et rayon 1 S"~ 1. De plus dpz := sinh™ ! rdrdo dénote Iélément de volume dans H”™.

Avec ces définitions l'opérateur Laplacien sur I'espace H" également nommé 'opérateur de Laplace-Beltrami dans la
littérature est donné par la formule

cosh(r)

sinh(r) O + R,

AD—W = 83 + (n— 1)

ott Ay dénote 'opérateur Laplacien sur la sphére S* 1.
Le choix de I'espace H™ comme une premiére approche de la généralisation du Théoréme[2.IJ]aux variétés Riemanniennes
est justifié par le fait que dans cet espace, doté du produit intérieur

[z,y] = Toyo — X1y1 — ... — TpYn, pour tout x,y € H",

des outils d’analyse harmonique comme la transformation de Fourier sont définis et par conséquent on peut trouver
une premiére définition de 'opérateur Laplacien Fractionnaire sur H", noté (—Agn)*, au niveau de Fourier de fagon

analogue & la définition de 'opérateur (—A)® sur R™ au niveau de Fourier donné par 'expression (—A)sp(§) =

C 1€]*3(€). De cette fagon, par analogie au espace euclidien R**!, pour f € L2(H") et £ = (r,0) € R avec r € R
et € 5”1, on définit la transformation de Fourier de la fonction f par :

~ ~

f(&) = f(r,0) = (@)erp()dn (@),

Hm

ol pour tout 7 € R et # € S*~! fixés, la fonction e(r, 0)(z) = [z, (1,0)]" "2 vérific au sens classique I'équation

n—1)2
Apner g = — (r2 + %) €r.9-

Par le théoréme d’intégration par parties on montre que

—_— _ 2 o~
—Apn f(r,0) = (7‘2 + %) f(r,0), pourtout r€RetfhecS"!

et de cette facon en utilisant la transformation de Fourier sur ’espace H" on définit les puissances fractionnaires de
Popérateur —Ag» au niveau de Fourier de la fagon suivante :
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Définition 4.5 (Laplacien Fractionnaire sur H" au niveau de Fourier). Soit 0 < s < 1. L’action de l'opérateur
(—Apn)® sur une fonction f € L2(H") au niveau de Fourier est donnée par la formule :

n—12\" ~
(=81 0 = (2 + 21 ) Fio), (53)

pour tout (r,0) € R"*1 our €R et § € S 1.

Maintenant avec la métrique d = dy» + dt® définie sur Pespace [0, +0o[xH" pour f € H*(H") avec 0 < s < 1 on
considére le probléme d’extension au demi-espace :

1-2
O2ult,z) + ——

Opu(t,z) + Apnu(t,z) =0, pour tout x € H" et ¢ > 0 (54)
u(0,2) = f(z). (55)

De méme fagon que la Section 2.3, en prenant la transformation de Fourier par rapport a la variable x € H™ on montre
qu’il existe une unique solution classique u(t,r, #) du probléme :

1—2s

2~ ~ _ 2 (n — 1)2 =~ —
oFu(t,r,0) + owu(t,r,0) — [ + 1 u(t,r,0) =0, t>0

~

u(0,7,0) = f(r,0),

pour chaque (r,) € R x S"~! fixé. De plus, la relation entre Paction de l'opérateur (—Ap-)® sur une fonction
f € H*(H") et le probléme d’extension au demi-espace pour f, (B4)-(5H), est montrée au niveau de Fourier dans le
théoréme suivant :

Théoréme 4.5 ([I], Section 2.3). Soit f € H5(H") et u(t,r,0) la solution classique du probleme d’extension pour f
au niweau de Fourier

1-2
82a(t,r, 0) + i

_1)2
oyu(t,r,0) — <r2 + %) a(t,r,0) =0, t>0

u(0,r,0) = f(r,0).

Alors on a lidentité

t—0+

—1)2\° ~
lim t'7%*0a(t,r,0) = —C, (7‘2 + %) f(r,0), pour tout (r,0) € R x 5", (56)

avec une constante Cy positive qui ne dépend que de s.

Pour l'instant on a deux définitions équivalents de Popérateur (—Apn)® avec 0 < s < 1 au niveau de Fourier données
par les expressions (B3) et (G6]) et une définition de cet opérateur dans la variable réelle x € H™ est désirable. Dans le
cadre de la transformation de Fourier sur 'espace hyperbolique H", pour f € L?(H") la formule d’inversion suivante

a lieu : 400 d

avec ¢(r) le coefficient de Harish-Chandra (voir [I] Section 2.2). De cette fagon, a I’aide de la relation (B6]) une définition
de Popérateur (—Apr)® dans la variable € H™ est déduite dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.6 ([1], Section 2.2). Soit 0 < s < 1. Pour f € L*(H") N C7(H") avec 0 > 25 on a :

(—Bpn)* f(x) = vp / ((2) = F()Ku(dsin (@, ))dny,  pour tout x € H". (57)

n
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Dans ce théoréme le noyau Ky est une fonction positive définie sur |0, +00[ qui a le comportement asymptotique suivant
(voir [1]], équation 2.3 et Théoréme 2.4) :

1
lorsque zZ —r 0+, ICS(Z) ~ Tnfzs
67(7171)3
lorsque z — 400, Ks(z) ~ S

Remarque 4.4. I est important de remarquer que la définition de opérateur (—Apn)®, dans la variable x € H",
donnée par Uexpression [37) est une conséquence de la relation qui existe entre cet opérateur et le probleme d’extension
exprimée par la formule (56). En revanche, pour l'opérateur Laplacien Fractionnaire sur lespace R™ (—A)® nous avons

vu comment la définition, déja connue, de cet opérateur & travers d’une intégrale singuliere (voir la formule (3)) peut
étre récupérée o travers du probléme au demi-espace.
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5 Annexe

Dans cet annexe nous donnons les preuves de quelques résultats connus utilisés tout au long du mémoire.

5.1 Des résultats utilisés pour étudier 'opérateur Laplacien Fractionnaire

Preuve de la Proposition [I.Tl Pour z € C nous avons au sens des distributions 'identité

—

¢Z - ®—(’ﬂ+z)

Nous donnerons la preuve pour le cas Re(z) > —n. Soit ¢ € S(R™), nous allons montrer que

/ € B(E)de = C(n, 2) / 2]~ (),
R™ n

avec une constante C'(n,z) que 'on donnera aprés. En changeant & des coordonnées polaires dans la variable de
fréquence § = po ot p € [0, +00[ et 0 € 8" on a

/ €7 G(e)de = / print / B(po)dodp = / print / / 207 3 ) dedodp,
R™ 0 gn—1 0 gn—1 n

maintenant, par le changement & des cordonnées polaires dans la variable réelle z = 76 (r € [0, +oo] et § € S"71) et
par le Théoréme de Fubini on obtient dans la derniére intégrale de la formule précédente que :

/R lEre(€)de = /0 h p Tty /0 h /S o) < /S . 627”")"'”’610> dfdrdp. (58)

Notons w(t) := / e 2mit0) J5 = / e 291 dg. donc, on trouve que / e 2mPo 0 gy — w(pr) est inde-
n—1 gn—1 gn—1

S
pendent de 6, alors, dans la formule (G8]) on obtient :

[era@ae = [ ([T atonan) ([ e oo ar
/O h < /O h T<z+n)+1(rp)z+"1w(pr)dp> ( /S plr 0)d0r"1) dr
- /0 e ( /0 Oo(rp)z+"_1w(pr)d(rp)> ( /S nlgo(r@)d@r"_l) dr

p(z)
= Cn,z/ dx,
0122) Jo TolFr

avec

C(n,z):/ =L (t)dt.
0

Lemme 5.1 (Formule de quotient différentiel [6], Section 3). Soit ¢ € S(R™) et 0 < s < 1. Alors

(—=A)’p(x) = Ca(n, s)vp / L('éjr(Qy)aly = —lCz(n, s)/ plzty)+ cp(x+2— y) — 20(x) dy, pour tout x € R",
Re |z —y[nt2s 2 n |y|nt2s

1 — cos(y1) dy) -1

avec la constante Ca(n, s) = (/ s
Y

n
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Preuve. Soit z € R” fixé. Par la positivité et la symétrie du poids | - |~(*+2%) on a

plx) — (y) 1 / Pz +y) + or —y) = 2¢(x)
dy = —= dy.
Ca(n, s)vp /ar =gt Y 202(71, s)vp g Y

n

Il s’agit maintenant de vérifier que dans l'intégrale précédente on peut se passer de la valeur principale.

On a donc
—y)—2 —y)—2
Up/ Pl +y) +<p(wn+2ys) 2@ 4~ lim Pl +y) +<p(wn+2ys) () 4,
n |z —yl =0 Joclyl<m |z —yl
—y)—2
+/ oz +y)+ w(wn+gs) () dy. (59)
ly|>M lz -yl

Comme ¢ € S(R") la deuxiéme intégrale ne pose aucun probléme et il suffit d’étudier le premier terme ci-dessus. Pour
cela on utilise un développement de Taylor de deuxiéme ordre :

1
o(x+h) =p(x)+ Vo(z) - h+ Eh -D*¢(x)h +o(|h|*), pour h e R™

Ainsi en prenant h = y et h = —y on obtient lidentité p(z + y) + p(z — y) — 2¢(z) =y - D*p(x)y + 20(|y|?) et donc

pour un M > 0 assez petit on peut écrire :
/ Iy-Dzw(x)yldy </ ||D2<ﬂ||oo|y|2dy
yl<nmr Y[ T Jiylem Yyt

1
< |ID%|| / L
i< Iyl 22

e +y) + ol —y) = 2¢p(x)
n+2s dy
lyl<M ly]

A

Mais comme 0 < s < 1on a

1 Mo
7@30/ P2 dp < 4o,
/y<M |y|t2s—2 0

On observe alors que la premiére intégrale de (59) peut étre controlée uniformément par rapport a e. Par le théoréme
de convergence dominée on en déduit qu’il n’est pas nécessaire de considérer une valeur principale dans cette premiére
intégrale de la formule ([B9).

|

Une fois qu’on a montré ce lemme on passe & la preuve de I’équivalence de la définition de I'opérateur (—A)*, avec
0 < s < 1, comment la transformation de Fourier inverse de la fonction |- [**@ et comment un opérateur d’intégrale
singuliére.

Preuve de la Proposition Tout d’abord remarquons que, comme ¢ € S(R"), par le Lemme [5.1] la fonction de
variable (z,y) € R?",

o(r+y) +elr —y) - 2¢0()
|y|t2s

3

appartient & L'(R?"). Définissons donc la fonction T : S(R") — L*(R") par :

pour tout z € R". (60)

To(x) = —/n Pz ty) +|§|(f+2—sy) — 20,
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Ensuite, par la définition de la transformation de Fourier on a pour tout £ € R™,

—~ Comia e oz +y) + oz —y) — 20(x
T = [ e rpe = - [ </ (o |y>|n+25< ) — 2 >>dy) i
= _/ (/ e 2mi (ac+y)-£+2m'y~§<p(3; +y)dx +/ o 2mi (z—y).g—zmy.ﬁw(x —y)dx — 2/

e27riy~§ + 6*27”-.7!'5 ) R
- (/ |y |2 dy) w1

e27riy-£ + e—27riy-£ -2

—2mix- 1
e 2 Ega(a:)da:) Wdy

n

dy. Plus précisément, 1'objectif est de monter que

Etudions maintenant l'intégrale / P

n

e27riy-£ + 6*27”-.7!'5 _92 24
_/n ly[n+2s dy = Ce™-
D’abord, grace a l'identité cos(6) = €i9+2€7i9 , on trouve que
2miy-§ —2miy-€ __ 2 1 — cos(vy -
e T PO R TR
" ly|t2e no fyrree
Ensuite, en prenant la rotation © : R” — R™ définie par O(|z|e;) = x pour tout x € R”, ot e; = (1,0,...,0) et en

écrivant £ = ©(|¢|e1) on obtient :

o[ Loeen), [ LoeOfe) w), [ Leolltn O, [ L),

|y|n+25 |y|n+2s |y|n+25 |w|n+2s

oil on a posé w = Oy. Alors,

2™y e 2miyE 9 1 —cos(|&|wr) 1 — cos(wy)
2 dy=2| —>2 Ldw=|¢* (2] ———dw).
/n [y|nr2e ’ /n ’|s|w iz =L ( /[Rn |w[¥2e w)

1—
Soit C' := 2/ %_éwl)dw =2C3(n, s)”'. On vient de montrer que
no w8

To(€) = ClE*3(€), pour tout € € R™,

comme ¢ € S(R™) on a que |-|>*@ € L*(R™), alors on peut prendre la transformation de Fourier inverse dans 'expression
ci-dessus et de cette facon on obtient

~

1 S
5C2(n,5)Tp = (|- ()"
Finalement, par la définition de la fonction Ty, formule (G0), et le Lemme [5T] on obtient que
(—A»e=(|-*3)".

1 — cos(wy)

Pour finir la preuve il reste de montrer que / dw < 4o00. Pour cela, il suffit de remarquer que pour

n |w|n+2s
. 1—cos 2
|w| < M, avec M > 0 assez petit on a, Jﬁf&fl) < |U|;|Unllzs < ‘w‘nigs,Q. Alors

1 — cos(w M Too
0< / nif%l)dw < / p' " %dp —I—/ p 17 dp < 4o0.
no |l 0 M
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5.2 La méthode de Perron
Avant de passer a la preuve du Théoréme nous monterons le lemme suivant qui sera utilisé plus tard.

Lemme 5.2 (Probléme de Dirichlet sur les sous-intervalles compacts). Soient a1, ag,b; et by nombres réels. Alors il
eriste une unique solution classique du probléme

—f"(2) +w(z)f(2) =0, z€las, b
fla1) = a2 (61)
f(b1) = ba.

Preuve. Tout d’abord on va montrer l'existence et I'unicité d’une solution faible du probléme (GIl) en utilisant le
théoréme de Lax-Milgram (voir [2], Chapitres 5 et 8). Pour cela, d’abord, on va transformer le probléme (61Il) dans
un probléme de Dirichlet homogéne. Soit alors fo une fonction fixée de classe C? telle que fy(a1) = a2 et fo(b1) = be,
notons que si f est une solution classique du probléme (6I) alors la fonction F' = f — fj est une solution classique du
probléme de Dirichlet suivant :

{ —F"(z)+w(2)F(z) = Fo(z), z €la1,bi]

F(a1) = F(by) = 0, (62)

avec la fonction Fy = f' —wfo. De cette fagon, on commence par montrer l’existence et l'unicité d’une solution faible
du probleéme (62). En prenant ¢ € Ci°(Jai, b1[) et en multipliant I’équation du probléme antérieur par ¢, par une
intégration par parties on trouve I’équation

by

b1 b1
/ F/(z)(b’(z)dz—k/ w(z)F(z)gb(z)dz:/ Fo(z)p(z)dz. (63)

ai ai ay

Par le théoréme de Lax-Milgram il suffit de montrer que

au, v) = / " W (2)0'(2)dz + / ) w(z)u(z)v(z)dz

ail ai

by
est une forme bi-linéaire, continue et coercive dans H{(Ja1, b1]). Ensuite, comme b(u) = Fy(2)u(z)dz pour tout

ai
u € Hi(Jai,b1]) est toujours une fonctionnelle linéaire et continue dans Hg(Jai,b1[) il existe une unique fonction
F € H}(Ja1,b1[) solution faible du probléme (62). De cette fagon, f = F + f; est bien une solution faible du probléme

(6I).

Montrons alors que a(-, -) vérifie les conditions mentionnées antérieurement. D’abord, il est évident que a(-,-) est une
forme bi-linéaire. Ensuite, comme la fonction continue et positive w(z) est toujours bornée sur le compact [a1,b1], par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient, pour tout u,v € H}(Jai,bi[) que |a(u,v)| < Cllullgy |[v]| gz - Finalement,

a(-,-) est coercive par I'inégalité de Poincaré. En effet, comme w > 0 on a bien pour tout u € H{(Jaq, b1[) que

by by by
a(u,u):/ |u'(z)|2dz+/ w(z)|u(z)|2d22/ W/ (2) 2z > C fully-

1 ai al
Montrons maintenant la régularité de la fonction f, solution faible du probléme (GI). D’abord, par une intégration

b1 bl
par parties, pour tout ¢ € C3°(Jai,b1]) on a que / F'(2)¢(2)dz = —/ F"(2)¢(2)dz, alors dans 1'équation (G3]) on

ai ai

obtient que

b1 b1
/’F%@w@w:—/’<aw—wwwua—w@ﬁu»www,

ai

d’ott, comme Fy — wF € L?*(Jay,bi[) et F € Hi(Jay,az[) est une solution faible du probléme de Dirichlet (62) on a
que F” € L*(Jai,b1[) et par conséquent F' € H?(Jay,bi[). En particulier on obtient que F' € H'([a1,as]) et alors on

59



conclut que F’ € C([a1, az]).

D’autre part, comme f € H*(Ja1,b1]) onaque f € C([a1,b1]) d’ott on obtient que f —wf = f—wfo—wF € C([a1, as)),
done, F"" = fi' —wfo — wF € C([a1,b1]). On conclut alors que F est de classe C? et par conséquent f est aussi une

fonction de classe C2. [ |

Démonstration du Théoréme [2.3l Tout d’abord supposons qu’il existe zg € I tel que A(zp) > B(zp). On voit que
A € S est une fonction continue car A € H] (I) et elle est convexe par la condition A” — wA € DF. De méme,
B € ST est une fonction continue et concave par la condition —(B” — wB) € D*. Alors, comme A(z9) > B(zo)
on a que lensemble J = {z € I : A(z) > B(z)} # 0 et de plus, par la continuité de la fonction A — B, il existe
un intervalle Jag,bo[ tel que 2o E€Jag,bo[C J et tel que, par la convexité de A et la concavité de B, on a que :

lim+ A(z) — B(z) = lim A(z) — B(z) = 0. De cette fagon, on peut trouver zi, zo €|ag, bo[ tels que : 21 < zg < 22 o
z—rag z—by

A(z1) — B(z1) < A(z0) — B(z0) et A(z2) — B(z2) < A(z9) — B(2). Ce fait nous montre que la fonction A — B doit étre
concave sur l'intervalle Jag, bol.
D’autre part, sur le méme intervalle, ]ag, bo[, on a que A” — B” € DT, en effet, on voit que

A" —B" = A" —wA+wB - B’ +w(A—B)eDT,

car la fonction w(A — B) > 0 sur Jag, bg[. De cette fagon on obtient que la fonction A — B est convexe sur l'intervalle
Jao, bo[ et alors on a une contradiction. Ainsi, on la montré la partie (7).

Prenons maintenant la fonction

¢(z) = sup A(z), pourtout ze€l.
AeS-

Nous allons montrer que ¢ est bien une solution classique du probléme

—¢"(2) + w(z)p(z) =0 sur I,

lim ¢(z) = a1,
z—at

lim ¢(z) = b;.
z—b—

Tout d’abord, comme A € S~ et B € ST alors par la définition de la fonction ¢ on a que
A(z) < ¢(z) < B(z), pour tout ze€ I.

En particulier, cela montre que l'on a : lim+ (z) =a; et liIlI)l @(z) = by. Il reste & montrer que —¢” (2)+w(z)p(z) =0
z—a zZ—0"
au sens classique pour tout z € I =la, b[. Prenons 21, 29 € I et notons U'intervalle I; := [21, 23] C I. De méme, notons

Par fr, 4(z1),(z) la solution classique du probleme

—f"(2) +w(z)f(2) =0, 2 € [z1,2)]
fla1) = ¢(21)
f(b1) = ¢(22),

donnée par le Lemme[5.2l L’objectif est de montrer que ¢ = f7, (z,),4(,) sur U'intervalle [z1, 2o], de cette fagon, comme
nous avons pris n’importe quels 21,29 € I on obtient que ¢ vérifie I’équation —¢" (2) + w(2)¢(z) = 0 sur Uintervalle
I =la, b[. En applicant la partie (i) de ce théoréme a l'intervalle I = [21, 23] au lieu de lintervalle I, pour n’importe
quelle A € S™ on voit que A < f1, 4(21),6(z0) Sur Uintervalle I1, car fr, ¢(z,),¢(z2) € ST sur cet intervalle I;. Ensuite,
par la définition de ¢ on conclut alors que

¢(2) < f1,6021),0(22) (2)
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pour tout z € I.

D’autre part, comme ¢(z) = sup,cg- A(2) pour tout z € I, pour ¢ > 0 on peut trouver Ay, Ay € S~ telles que
d(z1) —e < A1(z1) < @(21) et d(z2) —e < Aa(z2) < @(22), on peut aussi supposer, sans perte de généralité, que
As(z1) < A1(z1) et A1(22) < Aa(22). Définissons alors la fonction Ag(z) par :

Al(z), a<z<z

Ao(2) = 8 [rez)e()(2), 21 <2< 29
Ay(z), za<z<b

On veut montrer que Ag € S™, de cette fagon on a que ¢(2) > f1, ¢(21),6(z2)(2) sur I; et par conséquent on obtient
légalité ¢ = f1, ¢(z1),6(z5) SUr [1 = [21, 22]. Pour simplifier les notations on va noter f = fr, 4(z,),¢(z,)- Alors par la
formule des sauts on a au sens des distributions que :

AY = wAy = (A] = WA Loy + (F(F) = AL D)5z, + (A5 — wA) L, o + (A5(eF) — 1'(25))5s.

Comme Aj, Ay € S~ pour montrer que Ay € S~ il suffit de vérifier que f/(2;)—Aj(27) > 0et Ay(25)—f'(25) > 0. On
a vu antérieurement que pour n’importe quelle A € S~ on a que A < f sur l'intervalle I;. En particulier, pour les fonc-
tions Ay, As onaque Ay < fet Ay < fsur Iy = [z1, 22). De plus on a que A} (257)—Af (217) > 0 et Ay(25)— AL (25 ) > 0,
de cette facon on obtient que f(z;7)— A} (27 ) > Ay (2])— AL (27) > 0 et par le méme raisonnement A% (257 )—f'(z5 ) > 0.

Pour finir la preuve de ce théoréme montrons 1'unicité de la solution ¢. Clairement on a que ¢ € S~ N ST, nous
allons montrer que ’ensemble S~ N ST a un seul élément. En effet, si on peut trouver ¢y, € S~ N ST alors pour
la partie (i) on a que, puisque ¢; € S~ et g2 € ST donc ¢1 < ¢o, ensuite, par le méme raisonnement on obtient que
¢2 < ¢1 et alors on obtient que ¢1 = ¢s. |
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