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REsUME. Le texte qui suit consiste en un mémoire de maitrise, dirigé par
Pierre LOCHAK a l'Institut Mathématique de Jussieu, et reprends les cons-
tructions classiques du groupe profini de Grothendieck-Teichmiiller présentes
dans le programme Drinfel’d/Grothendieck et les articule dans 1'étude de
deux équations qui apparaissent naturellement lors de ’étude de certains 1-
cocycles dans I'image de la paramétrisation Gq — GT. De cette maniére,
et en suivant larticle de Nakamura-Tsunogai |[NT03|, ceci nous donnera des
informations géométriques supplémentaires sur Gq et on pourra présenter
ces 1-cocycles directement en fonction du parameétre f du complété profini Py
tout en proposant une technique calculatoire adaptée & ce besoin. L’objectif
est d’exprimer des informations supplémentaire sur I'image de cette paramé-
trisation dans l’espoir de pouvoir établir une éventuelle bijection G =~ (/}F\I‘,
conjecture encore ouverte a présent.
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1. INTRODUCTION

Il est ici question de comprendre quelque chose a propos de la structure du groupe
de Galois absolu Gal(Q/Q) ot @ est une cloture algébrique de Q. Pour cela on va
suivre le programme de A. GROTHENDIECK et de V. DRINFEL’D.

En 1991 V. DRINFEL’D introduit le groupel-l, noté @’, des déformations d’une
quasi-algébre de Hopf qui modifie I'associativité et la commutativité sans modifier
le reste de ses relations. Le sens sous-jacent de cette considération est d’utiliser les
liens entre les catégories tensorielles tressées, qui sont les catégories de représentations
de telles quasi-algébres, avec l'espace des modules des courbes en genre 0 pour avoir
des informations de caractére géométrique et combinatoire sur le groupe Gal(QY/®Q).
Tout d’abord, en partant des relations entre les quasi-algébres de Hopf et le groupe
de tresses d’Artin, noté B, on aura que GT agit sur le complété profini de B,,, noté

~ —~

B, , en étant son groupe d’automorphismes. En particulier, 'action de GT passe au

1.1. 11 s’agit ici plus spécifiquement du complété profini de ce groupe, comme on le verra dans
la suite.
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quotient en une action sur B3 modulo son centre qui est isomorphe a P/S\LQ(Z)7 le
complété profini du groupe modulaire. On construira alors les tours de Teichmiiller,
en particulier celle en genre 0, et on analysera ’action de GT sur la tour de facon
convenable pour remarquer que la structure de ses éléments est remarquablement
similaire & celle des catégories tensorielles tressées. Comme on connait l'action de GT
sur ces catégories, on conclura que GT est le groupe complet d’automorphismes de la
tour de Teichmiiller. Par un théoréme da a Belyi, on verra alors que I’homomorphisme
Gg — GT est injectif. Ensuite, on souhaite avoir des informations sur 'image de
Gg— GT. A partir des travaux de Y. Thara dans [[ha94] puis de Pierre Lochak et
Leila Schneps dans [LS97], on pourra déterminer cette injection en considérant de
maniére géométrique les éléments de Gal(QQ/Q). On se limitera dans ce mémoire aux
différents cas en genre 0. Finalement, on ajoutera aux équations venant de [LS97]
quatre nouvelles équations satisfaites par l'image de Gq — GT et on développera
ici des techniques de calculs explicites pour démontrer ces équations. Ces techniques
auront a elles seules grand interét dans cette théorie.

2. RAPPELS PRELIMINAIRES

2.1. Quasi-algébres de Hopf quasi-triangulaires. On introduit de maniére
rapide un dictionnaire des notions algébriques pour arriver a la notion de quasi-
algébre de Hopf quasi-triangulaire. Soit A un anneau commutatif, qu’on suppose
toujours unitaire. On a ainsi les définitions suivantes.
Définition 2.1. Une A-Algébre est un quadruplet (X,+x,*, Xx) ot
i. (X,+x,%) est un A-module ;
1. Xx:X X X — X est une application bilinéaire, appelée produit.
Une A-Algébre associative est un quadruplet (X, +x,*, Xx) ot
i. (X,4+x,%) est un A-module ;
1. Vae AV, ye X on a :
ax(x Xxy)=x Xx (axy) = (a*x) X x Y,
iii. (X,+x, Xx) un pseudo-anneau.
Une A-Algébre associative unitaire est une A-Algeébre associative ot (X, +x, X x)

est en plus un anneau (unitaire).

Passons maintenant a la définition de produit tensoriel qui nous donne un autre
point de vue?! sur la définition de A-algébre associative.

Définition 2.2. Soient X et Y deuxr A-modules. Il existe une application A-bilinéaire
qu’on note :

X XY —-XQY

2.1. Qui est, bien siir, equivalent & celui proposé auparavant.



4 EQUATIONS DANS LE GROUPE DE GROTHENDIECK-TEICHMULLER

et qu’on appelle produit tensoriel de X et Y, telle que, pour toute application A-
bilinéaire f: X XY — P, il existe une unique application A-linéaire p: X Y — P
telle que f=po® i.e. telle que le diagramme suivant soit commutatif :

XXY%X@)Y

NS

Une A-Algébre associative est un triplet (X, u,n) ot

1. X est un A-module ;
it. (Multiplication) pu: X @ X — X est une application linéaire telle que :
p(1@p)=p(p®1)

i.e. telle que le diagramme suivant commute :

leou
XXX — XX

vor | | »

X@X— X
"

iii. (Unité) n: A— X est une application linéaire telle que :
plen)=pnel)=

i.e. telle que le diagramme suivant commute :

®1 1®
AT ApaesT 4

N

A

On note dans la suite xy 'image de © ® y par u et 1 I'image de 1 par n. Soit K
un corps. On a les définitions suivantes.

Définition 2.3. On appelle Coalgébre sur K un triplet (C',A, ) ou
1. C est un K-espace vectoriel ;

it. A:C—CQRC et e:C— K sont des applications linéaires, appelées respecti-
vement Coproduit et Counité, telles que :

(ide®A)o A = (A®ideg)o A (Coassociativité) (2.1)

(ide®e)oA = (e®idg)oA=idc (Counitarité) (2.2)
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On appelle Bialgébre la donnée de (C, u,n,A€) o :
i. (C,u,n) est une K-algébre ;
ii. (C,A €) est une coalgébre ;
1. A et € sont des morphismes d’algébres ;
w. W etn sont des morphismes de coalgébres.
Remarque 2.4. On remarque que les conditions 4ii. et iv. ci-dessus sont équivalentes.
Définition 2.5. Soit K un corps de caractéristique nulle. On appelle Quasi-bial-
gébre la donnée de (C,pu,n,A e, D) ou :
i. (C,p,m) est une K-algébre associative unitaire ;

1. A:C—CRC ete:C— K sont des morphismes d’algébres et e CRC ®C
est un élément inversible tels que pour tout a € C on ait :

(d®A)(A(a)) = ®-(A®id)(A(a))- @1 (2.3)

(d®id®A)(?)- (A®id®id)(®) = 19P)(deA®Id)(P)-(P®1) (2.4)
(e®id)oA = =id=(ld®e)o A (2.5)

([dee®id)(®) = 1. (2.6)

Remarque 2.6. Notons que dans cette définition, le coproduit n’est plus coassociatif.
Soit K un corps de caractéristique nulle. On a les définitions suivantes.

Définition 2.7. Une Algébre de Hopf est la donnée de (C, u,n, A€, S) ou :
i. (C,u,n,Ae) est une bialgébre ;
1. S:C — C est une application K-linéaire, appelée Antipode, qui vérifie :
po(id®S)oA=noe=po(S®id)oA. (2.7)

Une Quasi-algébre de Hopf est la donnée de (C, u,n,Ae,®,5) ou :
i. (C,p,m,A e, ®) est une quasi-bialgébre ;
1. Pour ®=1, S existe et est bijective. On appelle ce cas le cas de Hopf.
Une Algébre de Hopf quasi-triangulaire est la donnée de (C, pu,n,A,e,S,R) ou :
i. (C,p,m,A€,S) est une algébre de Hopf ;
1. Re C®C est un élément inversible, appelé R-Matrice, qui vérifie :

(0o0A)(a)=RA(a)R™! (2.8)
(A ®id)(R) = ¥2R13($132) "1 R23 (2.9)
(id ® A)(R) = ($23!) 1 RI3p2I3 R1251 (2.10)

ou l’on note :

c:CC — CeC

la commutativité ;
TRY — YR
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— R:Zai®bi, Ru:ZaiQ@bi@l, R13:Zai®1®bi et R23221®a1‘®bi ;

— 0= 17;0y;®z;, P32=3"y;®2;@x; et on procéde de méme pour les autres
J J
éléments.

Une Quasi-algébre de Hopf quasi-triangulaire est la donnée de (C, p,n, A, €,
®,S,R) ou :

i. (C,p,m,Ae, ®,5) est une quasi-algébre de Hopf ;
ii. (C,pu,n,Ae,S,R) est une algébre de Hopf quasi-triangulaire.

On dit qu’elle est triangulaire si on impose en plus R**R12=1.

Remarque 2.8. On se permettra de ne pas préciser 'antipode S dans la pratique.
Noter que R est une solution de I’équation de Yang-Baxter par :

R12R13R23 — R23R13R12.

De cette maniére, chaque module de C' peut étre utilisé pour déterminer des quasi-
invariants des tresses et des noeuds.

Soit C une quasi-bialgebre, on construit une autre quasi-bialgeébre de la maniére
suivante. On admet la proposition suivante.

Proposition 2.9. Soit F € C ® C un élément inversible tel que :
(e®id)(F)=(d®e)(F)=1.
Ainsi, st on pose :
— A(a)=F-Aa)-F~1 ;
— P=FB.(d®A)(F)-®-(A®id)(F~1)-(F12)~1 ;
— R=FRF'.

Alors on obtient une nouvelle quasi-bialgébre de Hopf (C, w, 1, A e, D, I:I)que l’on
appelle twisting via F, ou encore twist.

2.2. Catégories tensorielles tressées. On introduit maintenant les bases en
Théorie des Catégories qui nous serviront tout le long du mémoire.

Définition 2.10. Une catégorie tensorielle (ou monoidale) est une catégorie C
munte :

—  D’un produit tensoriel au sens catégoriel?2 ;

2.2. C’est un produit tensoriel ®: X XY — X ® Y comme celui défini ci-dessus mais ot X,
Y € Ob(C).
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—  D’une contrainte d’associativité, notée ay v w pour chaque triplet d’objets
U,V,WdeC, qui est une collection d’isomorphismes :

av,yw:(UV)W —Ue (VW)
qui font chacun commuter le diagramme suivant :

ay,.v,w
UV) X —— > U(VeW)

(f®g)®hl

lf®@®h)
ay v wr
UVIeW ——U'g (V' eW')

pour tous morphismes f, g, h de C oi D(f) = U, D(g) =V, D(h) = W et
A(f)=U', A(g)=V"', A(h)=W'23,

—  Des contraintes a gauche et a droite par rapport @ un objet unité I,

notées Ly et Ty pour chaque objet V de C, qui sont deux collections d’isomor-
phismes :

by: IRV —Vetry:VeIl—YV

qui font chacun commuter les diagramme suivants :

A% v

IQV ——V VI —V

id® f l lf resp. f®ids l lf
by rv:

Tev —2 sy Vel — 5y

pour tout morphisme f:V — V' de C.

—  D’une contrainte de commutativité, notée cy v pour tout U,V € Ob(C),
qui est une collection d’isomorphismes :

CU,VZU®V—>V®U

qui font chacun commuter le diagramme suivant :

cv.w
VW -——WeV

f®gl lg®f
CvI W

V’®W/%W/®V/

2.8. On rappelle que, pour f:U — U’ fleche quelconque d’une catégorie, on définit D(f):=U
et A(f):=U".
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pour tous morphismes f, g de C ou D(f) =V, D(g) = W et A(f) =V,
Ag)=W".

—  Satisfaisant, pour tout U,V ,W,X € Ob(C), auz conditions de cohérence de
MacLane c’est-a-dire satisfaisant la commutativité du pentagone ci-dessous :

(UeV)oW)X
awgv,V W’W(@idx
UeV)e(WeX) U (VeaW)®X)
ay,v,weX ay, vew,X
idU &® ay w,x
U (Ve (WeX)) -« Ue(VeW)eX

et du triangle ci-dessous :

ay .1, w
Vo)X — > VolaW)

TW@I% A@EW

Définition 2.11. On dit que C est une catégorie tensorielle tressée C si elle est
une catégorie tensorielle satisfaisant, pour tout U,V , W X € Ob(C), aux conditions
des deux hexagones de MacLane c’est-a-dire satisfaisant la commutativité des
deuz heragones ci-dessous :

UV)®
CU\/W ww

(VelU)eW Ue(VeW)
ay u,w J/ J/ CU, VW
Ve UeW) (VeoWw)eU

ldV®m MU
®(WeU)
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®(VeW)
ldU®W WW

Ue(WeV) UV)eW
a,}}wyvl l CUeV,.W
UaV)eV WeUeV)

Cuwm %{JV
Wel)®

Remarque 2.12. On remarque quelques phénomeénes intéressants.

—  La triangularité et la quasi-triangularité sont des invariants de twisting. De
méme, le fait, pour une quasi-bialgébre, d’étre une quasi-algébre de Hopf, est
un invariant de twisting.

—  Une quasi-algébre de Hopf quasi-triangulaire avec ® = 1 devient une algebre
de Hopf quasi-triangulaire.

—  La catégorie des représentations d’une algébre de Hopf quasi-triangulaire est
une catégorie monoidale mais comme en général R*! + R~!  alors I'isomor-
phisme de commutativité n’est pas en général une involution.

—  La catégorie des A-modules représentant une A-algébre de Hopf est une caté-

gorie monoidale.

Avec ces considérations on a la proposition suivante, dont les détails manquants
pour une démonstration compléte seront admis.

Proposition 2.13. Soit C une quasi-algébre de Hopf quasi-triangulaire. Alors la
catégorie des représentations de C, en termes de A-modules, est une catégorie tenso-
rielle de la maniére suivante. Soit V , V1, Vo, V3 des représentations de A, alors :

1. V1 ® Vs est défini par la composition :

AL A9 A— Endi(Vi @ Va);
2. 1l existe deux isomorphismes :
Vi@ V=1 oW
et
a: (Vi@ Va) @ Va—— Vi @ (V2@ V3)
dits de commutativité et associativité ;

3. 1l existe une représentation d’identité notée k, et des isomorphismes de V ® k
et k®@Vdans V ;
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4. Les relations (12.7), (2.8), (2.9), (2.10) impliquent la commutativité du pen-
tagone, du triangle et des deux hexragones.

Remarque 2.14. L’isomorphisme a est 'opérateur en V; ® Vo ® V3 qui correspond a
® et ¢ est celui qui correspond a la composée de 'opérateur en V3 ® V5 qui correspond
a R avec 0.

Définition 2.15. Soit une catégorie tensorielle tressée. On dit qu’elle est pure®+
si elle vérifie les axiomes suivants :

1. les contraintes d’unité sont des identités ;

2. il existe un ensemble dénombrable, V1, Vs, ..., d’objets de C tel que tout objet de
C soit un produit tensoriel d’un nombre fini, pas nécessairement distinct, parms
les V; de fagon unique ;

8. les seuls morphismes de C sont les composés de produit tensoriels formés des
morphismes identité et les contraintes de commutativité et d’associativité, ainsi
que leurs inverses ;

4. les seules relations entre les morphismes de C proviennent du pentagone, du
triangle, des deux hexagones et des carrés exprimant les diverses fonctorialités.

2.2.1. La catégorie tensorielle tressée pure des arbres trivalents. On se ser-
vira d’une catégorie particuliére, celle des arbres trivalents pour énoncer le théoréme
principal de cette partie.

Exemple 2.16. L’exemple suivant fournit une structure qui est particuliérement
proche de celle des groupoides fondamentaux basés en les points base a l'infini des
My, qu'on a décrit ci-dessus.

On définit C par:

—  Les objets sont les arbres trivalents munis d’un ordre cyclique et d’une numé-
rotation.

—  Le produit tensoriel correspond au recollement de deux arbres par leurs feuilles
distinguées.

—  Les fléches sont obtenues en prenant compositions et produits tensoriels de
I'identité, associativité et commutativité généralisés.

On définit, pour n >4, C,, le sous-groupoides de C dont les objets sont les arbres
a n feuilles indexées par [1,n — 1], et dont les morphismes sont ceux de C entre ces
objets. En particulier, pour toute paire d’objets de C,, ayant méme ordre cyclique, il
existe un unique morphisme d’associativité transformant I'un en 'autre.

2.3. Complétions, complétions profinies de groupes. Nous rappelons ici quel-
ques définitions et résultats fondamentaux pour les constructions de ’article.

2.4. Le lecteur peut se rapporter au livre [ Lan98] pour les définitions sous-jacentes a ces deux
définitions.
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Définition 2.17. Une géodésique désigne le chemin le plus court?-9, ou l’'un des plus
courts chemins, s’il en existe plusieurs, entre deux points d’un espace pourvu d’une
métrique.

Définition 2.18. Un grand cercle est un cercle tracé a la surface d’une sphére qui
a le méme diametre que la sphére en question.

Remarque 2.19. De maniére équivalente, on peut définir un grand cercle comme
un cercle tracé sur la sphére ayant méme centre que la sphére ; ou encore, comme
I'intersection entre une sphére et un plan passant par le centre de cette sphére ou
comme un cercle tracé sur la sphére de longueur maximale. Les grands cercles sont les
géodésiques d’une sphére, c’est-a-dire les chemins possédant la plus petite courbure et
les arcs de grands cercles sont, par conséquent, les plus courts chemins reliant deux
points & la surface d’une sphére.

Définition 2.20. La compactification est un procédé général de plongement d’un
espace topologique comme sous-espace dense d’un espace compact. Le plongement est
appelé le compactifié.

Remarque 2.21. L’existence d'un tel plongement implique que l'espace doit étre
supposé complétement régulier. Pour tout espace métrique M, il est possible de cons-
truire un espace métrique complet M’ (également noté Mou M ) qui contient M
comme sous-espace dense.

On admet la proposition suivante.

Proposition 2.22. Si Met N sont deux espaces métriques complets quelconques et
f est une fonction uniformément continue de M wvers N, alors il existe une unique
fonction uniformément continue f' de M’ vers N qui prolonge f. M’ est appelée
complété de M.

Définition 2.23. Soit G un groupe discret. Le complété profini G de G est la limite
inverse de ses quotients finis :

G:=lim(G/N)={z = (zn)Ner| Vi, ;€ G/N;}
ot I est l’ensemble des sous-groupes distingués d’indice fini de G.

Exemple 2.24. Dans le cas des entiers relatifs, on a :

2=1m(Z/nZ) = {a = (an)nen| Vi € N, a; € Z/iZ}.

2.4. Groupoides fondamentaux. On définit la notion de groupoide fondamental
en généralisant celle de groupe fondamental, ou groupe de Poincaré.

2.5. Dans le cas ou il est unique.
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Définition 2.25. Un groupoide est une catégorie dont tous les morphismes sont des
isomorphismes.
Remarque 2.26. On a de maniére naturelle :

—  La classe Hom(P, P), pour P objet d’un groupoide, est un groupe ;

—  Si X est connexe, alors pour tout couple P,Q € X, on a :
(X, P)~m(X,Q);
—  Soit Py€ P région simplement connexe. Alors :

m(X,P)~m(X, R).

Note 2.27. On appelle point base d’un groupoide fondamental d’un espace topo-
logique X, une région simplement connexe de X. Donc un ensemble de points base
sera un ensemble de régions simplement connexes et disjointes de X.

Soit X un espace topologique. On a la définition suivante.

Définition 2.28. Le groupoide fondamental m1(X,A) de X basé en un ensemble
A de points base est l’ensemble des classes d’homotopie de chemins sur X dont les
deux extrémités appartiennent a A, i.e. soit a une, soit a deux, des régions simplement
connezes appartenant a A2:6.

Remarque 2.29. On a ainsi un groupoide C :

—  Les objets de C sont les points base appartenants a A ;

—  Les fleches de C sont les classes d’homotopie des chemins entre deux points
base ;

—  La composition est donnée par la concaténation ;

—  Les inverses sont les chemins parcourus en sens inverse et les unités sont les
lacets constants ;

—  Pour tout point base P, m1(X,{P}) =Hom(P, P) sont des groupes et ils sont
tous isomorphes en tant que groupes.

2.5. Surfaces de Riemann et espaces de modules de courbes. Soit X est un
espace topologique et E un ensemble. On commence par les définitions suivantes.

Définition 2.30. On appelle faisceau de fonction X — FE la donnée, pour chaque
owvert U C X, d’un ensemble F(U) de fonctions U — X tel que :

1. SiVC UetfeF(U) alors fiv e F(U);

2.6. Notons que la relations d’homotopie fournit une relation d’équivalence qui est bien compa-
tible avec la concaténation des chemins concaténables.
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2. 5iV=U Va, fa€F(Vy) vérifie la relation :

acA

Va,B €A, farvanvs = f81vanvs

et f:V — E est définie pour tout o € A par fiv, = fa, alors f € F(V).
On appelle parfois cette condition propriété de recollement du faisceau en

question.

Définition 2.31. On appelle surface de Riemann la donnée d’un couple (X,0x)

vérifiant :

1. X est un espace localement compact et réunion dénombrable de compacts ;

2. Ox est un faisceau de fonctions continues X — C' tel qu’il existe un recouvre-
ment ouvert U, de X et des homéomorphismes 7o : Uy — Q¢ , pour Qg ouvert

de C, tels que

Va,YV CU,, f €O0x (V)& foryt € O(1o(V)).

Ainsi, une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1. Par oubli
de structure, une surface de Riemann se présente comme une variété différentielle
réelle de dimension 2, d’ou le nom surface. Ceci est donc équivalent a considérer
qu’une surface de Riemann est un espace topologique séparé X, admettant un atlas
modelé sur le plan complexe C dont les applications de changement de cartes sont des
applications biholomorphes. Autrement dit, X admet un recouvrement par des ouverts
U; homéomorphes & des ouverts de C ; ces cartes dites holomorphes sont telles que
les fonctions de changement de cartes soient des fonctions holomorphes entre ouverts

de C.

Exemple 2.32. On appelle sphére de Riemann ’espace

$%:={(u,v,w) e R} u*+ v+ w?=1}

muni des cartes données par projections stéréographiques :

7o 8\ {0} —
(u,v,w) —
et
T 82\ {v} —
(u,v,w) —>

oo = (0,0, —1) et v = (0, 0, 1). C’est une
changement de cartes est donnée par :

C
u+1iv
1+w
C
U—1v
1—w

surface de Riemann ou l'application

myomy (2) ==

z

et donc est bien holomorphe. En étendant m,: $2\{c} — C en une application

7iz: $2 — Pg en posant 7, (0) = oo, on identifie ainsi la sphére de Riemann &

Pt =CuU{oo}.
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Définition 2.33. Le genre d’une surface de Riemann X connexe, est le nombre
mazimum de courbes fermées simples sans points communs pouvant étre tracées a
Uintérieur de cette surface sans la déconnecter. Autrement dit, dans le procédé de
détermination du genre, le complément de la réunion de ces courbes reste connezxe.

La notion de genre permet de caractériser les surfaces de Riemann de la fagon
suivante.

Définition 2.34. Soit X une surface de Riemann.

On dit que X est de type (g,n) si X =X —Px , Ol X est une surface compacte
de genre g et Px est un ensemble de n points marqués.

Deux surfaces de Riemann, X =X - Px et X'=X'— Px représentent le méme
point de l’espace de modules s’il existe un isomorphisme analytique o X —X
qui envoie Px sur Px.. On imposera a(x;) =z} pour des éléments de Px et Px.

L’espace de modules My , est l’ensemble des surfaces de Riemann de type
(9,n), a isomorphisme prés?7.

Exemple 2.35. On peut caractériser My ,, comme ’ensemble des classes d’équiva-
lence X ot X est unesphére de Riemann modelée sur $22-8,

3. GROUPOIDES FONDAMENTAUX DES ESPACES DE MODULES EN GENRE 0 ET CATE-
GORIES TENSORIELLES TRESSEES

Le but de cette partie est de caractériser 'action du groupe GT de Grothen-
dieck-Teichmiiller, telle qu’il a été introduit par V. DRINDEL’D dans [Dri91], sur les
groupoides de Teichmiiller profinis. Un deuxiéme but sera la construction de la tour
de Teichmiiller en genre 0. On illustrera les concepts présentés a ’aide de la notion
d’arbre trivalent et de catégorie des arbres trivalents et du groupe des tresses qu’on
a définis auparavant. On va donc successivement :

1. Construire la tour de Teichmiiller & la lumiére des résultats de P. DELIGNE
dans [Del89];

2. Expliciter les relations entre la tour de Teichmiiller et les catégories tensorielles
tressées » ;

3. Analyser I'action de Gal(Q/Q) et de GT sur le complété profini des éléments
de la tour ;

4. Relier des collections de ces éléments par des morphismes qui soient respectés
par les actions.

2.7. Les notions de métrique hyperbolique, théoréme d’uniformisation, coordonnées de Fenchel-
Nielsen, pantalons, découpe minimale d’une surface, plongements de manchons standards et trom-
pettes, courbes rationnelles presque singuliéres et arbres de droites projectives - abres trivalents -
constellations et parenthésages, dégénérescence maximale dans la compactification stable, explica-
tions des voisinages tubulaires sont supposées connues dans ce mémoire et ne sont pas exposées pour
respecter le format de ce mémoire.

2.8. Pour plus d’explications on renvoie le lecteur au Chapitre 1 de [BFL99).
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3.1. Espaces et groupes de Teichmiiller. On se donne une variété topologique
orientée S de genre g et avec n points marqués qu’on pourra considérer comme
enlevés. Une telle surface est unique & homéomorphisme canonique prés mais les
espaces de modules et Teichmiiller qu’on introduira ne le seront qu’a isomorphisme
non canonique prés. On notera ainsi P ={p, ..., p,} 'ensemble des points marqués
de S. La paire (S, P) définit une surface de type (g,n). Le groupe :

m1(S — P;po) = (a1, ..., Gg, ba, ..., bg, €1, ..., e [a1, b1]....[ag, bnlcr...cn=1)
est libre & 2g+n — 1 générateurs. On admet maintenant la proposition suivante.

Proposition 3.1. S étant une structure différentiable, il est équivalent de travailler
en topologie C° ou en topologie C1 i.e. un difféomorphisme homotope a lidentité est
également isotope a l'identité.

Ce théoréme suivant classifie les difféeomorphismes des surfaces.

Théoréme 3.2. (Théoréme Fondamental de Nielsen) On a l'isomorphisme suivant :

Diff(5) /Diffo(S) ~ Aut(m1(S; po)) /Inn(m1(S; po)) »

— S est une surface compacte orientable ;

|

Diff(S) est le groupe des difféomorphismes de S préservant lorientation ;

—  Diffy(S) la composante connexe de lidentité i.e. le groupe des difféomor-
phismes isotopes a l'identité ou l’isotopie ne préserve pas mécessairement le
point base.

Remarque 3.3. Soit X une surface de Riemann modelée sur S de type (g, n) i.e.
une structure complexe sur S. On a ainsi une surface de Riemann compacte X et des
éléments x1, ..., x, tels que X = X - {21, ..., Zn}. On suppose que X est dans le cas
hyperbolique c’est-a-dire que sa caractéristique d’Euler-Poincaré est :

x(X)=x(S—P)=2-29g—n<0.
Ainsi, par le théoréme d’uniformisation,
m(X)~H={z € C|Im(z)>0}.

De cette maniére, X ~ H/T', oa ' ~ m1(S — P; po) est un sous-groupe discret de
PSL2(R). On interprétera I' comme des isométries de H pour la structure hyperbo-
lique usuelle de H.

3.1.1. Marquages des surfaces de Riemann. On reprends les notation du para-
graphe précedent. On se donne par la suite (S, P) une telle surface et on s’établit
dans le cas hyperbolique. On définit la notion d’espace de Teichmiiller & ’aide d’une
triple articulation: analytique, métrique et topologique.
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Définition 3.4. L’espace de Teichmiiller est le quotient :
Ty,n:="H/Diff(S — P).

De maniére équivalente, T, ,, est ’ensemble des classes d’équivalence des surfaces de
Riemann munies d’un marquage, modulo les isomorphismes qui respectent les mar-
quages.

Ainsi, on caractérise une surface de référence par le nombre de points marqués
comme fait dans ce qui suit.

Définition 3.5. On se donne une surface de référence (S, P), ot S est une surface
de Riemann et P un ensemble de points marqués.

— Diff (S, P) est le groupe des difféomorphismes de S qui préservent l'orienta-
tion et fize P.

—  L’espace de modules M(S,P)~M, , est 'ensemble des métriques hyper-
boliques sur S, a difféomorphisme pres :

M(S, P): =H/Diff (S, P).
La compréhension de la topologie de I’espace des modules3-! passe par une céllula-
tion de celui-ci en tant que découpe en cellules, qui sont des objets topologiquement

triviaux. Ceci sera & la base de ’étude cohomologique de ces espaces de modules et
du groupe de Grothendieck-Teichmiiller dans la partie suivante.

3.1.2. Groupe de Teichmiiller modulaire I'g ,,. On reprends les notation du
paragraphe précedent.

Définition 3.6. On appelle groupe de Teichmiiller modulaire (ou mapping
class group), noté Ty ,,, ou Modg .., ou encore Mod(S, P) le groupe :

I'y n>~Mod(S, P):=Diff (S, P)/Diffy(S, P),
ou de maniére équivalente,
Ty n~Mod(T)=Aut}(T')/Inn(T),

ot Aut’ (T) est le sous-groupe de Aut(T") qui préserve 'orientation et les sous-groupes
cycliques engendrés par les éléments paraboliques.

Remarque 3.7. C’est le groupe des composantes connexes du groupe des difféomor-
phismes orientés de la surface de référence. Ces définitions dépendent de S — P et de
H/T', qui est une surface de type (g,n).

La proposition suivante est une conséquence facile de ce fait.

Proposition 3.8. L’action de Iy, sur T, , est propre et discontinue.

3.1. Pour plus de détails se reporter au livre |[BFL99|.
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C’est ainsi un revétement ramifié au dessus de Mg =7, /Iy n. Les points de
ramification sont les points fixes des éléments de I'; ,, et tous les stabilisateurs sont
finis puisque I’action est propre. Chaque stabilisateur est donc trivial sauf les cas g=0,
n=1, dit cas d’involution elliptique, et g=2,n=0, dit cas d’involution hyperelliptique.
Ces stabilisateurs sont les automorphismes des surfaces de Riemann correspondantes
(i.e. théoréme de HURWITZ). Les éléments de I'y ,, sont ainsi par définition les classes
d’isotopie de difféeomorphismes de S — P.

3.2. Dégénérescence de surfaces de Riemann et voisinages a l’'infini de
Mo,n. On se propose de construire une compactification My, des espaces de
modules M, ,, dans le cas g =0. On déterminera aussi une description combinatoire
du voisinage a I'infini de My ,, et, en particulier, des points de dégénérescence maxi-
male de ces espaces qui correspondent au cas ot toutes les géodésiques d’une découpe
en pantalons dégénérent simultanément. La raison de ces considérations est qu’on
souhaite rester dans le cas d’espaces compacts, mais M, , ne l'est pas. Ceci deviendra
compliqué comme on peut le voir en étudiant I'injection de My ,, vers (P1C)" 3.

3.2.1. Etude des espaces de modules de courbes en genre zéro. On admet
la proposition suivante.

Proposition 3.9. Si une famille de surfaces de Riemann {X;},i€ I, n’est pas borné
dans Uespace de modules, il existe une sous-famille {X;}, 1 € J C I, et une classe
d’isotopie de courbes telle que la longueur de la géodésique correspondante tende vers
0 le long de cette sous-famille.

On va définir M, ,, comme 1'union de M, ,, et de 'ensemble des surfaces a noeuds
de type (g,n) avec au moins un noeud. On muni cet espace de la topologie engendrée
par le passage au quotient et passage au compactifié.

Remarque 3.10. On a défini les isomorphismes des sphéres de Riemann comme
les éléments de PSLy(C) agissant par homographies. Si on se donne trois points
distincts a,b et c€ P1C, on peut toujours les envoyer sur 0, 1 et oo respectivement par
I’homographie suivante :

PiC — PIC

b—c z—a
Z .

b—a z—c

En généralisant ce fait, il existe donc toujours un isomorphisme unique envoyant les
n points marqués ordonnés d’une sphére sur n autres dont les trois derniers sont 0,
let 0o, cas dit stantard. On a ainsi, un seul représentant de chaque classe d’isomor-
phismes de sphéres & n points marqués tel que les points marqués ordonnés soient
donnés par le n-uplet (z1,...,2,_3,0,1,00), ot 2; EC,Vi sont distincts deux a deux et
distincts de 0,1, co. Intuitivement, My ,, correspond & I’ensemble de n points distincts
numérotés sur la sphére quotienté par une relation d’isomorphisme. En bref, si on
note A la réunion de hypersurfaces définies par z; =z, i # j, alors :

Mon= (PYT) - {0,1,00})" 3 — A.
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Ainsi en particulier,

—  My,3 = {*} puisqu’on peut toujours envoyer 3 points sur {0, 1, oo}, il n’y a
donc qu’une seule classe d’équivalence ;

—  Mos=PY{C)—-{0,1,00} ;
— Mo~ (PHTC)—{0,1,00})% = {A= ;A\, u#0,1,00}.

Proposition 3.11. On a :
1. Pourn>=5, Aut(Mgp,) ~6, ;
2. Aut(Mo,4) ~ 64/K ~ G3 ou K est le sous-groupe de &4 engendré par les
transpositions.
Démonstration. Automatique d’aprés ce qui précéde. (I
Définition 3.12. On note M, , la compactification stable de M .

Remarque 3.13. On voit aisément que Mg 4=P(C).

YWE P YWE z . . -~ 9 . A
Posons OM p, := My /Mg ., appelé diviseur a linfini, ou bord, de M, ,,.
Il existe une étroite relation entre ce bord et la structure des catégories tensorielles
tressées que nous introduisons dans ce qui suit.

3.3. Groupes de tresses et groupes modulaires. Comme expliqué dans l'intro-
duction, le groupe de tresses permet de présenter le groupe de Teichmiiller comme
quotient de ce groupe par deux relations qu’on peut dessiner et qui nous seront trés
utiles en troisiéme partie. Passons a présent & introduire les groupoides profinis de
Teichmiiller.

3.3.1. Groupoides profinis de Teichmiiller. On commence par définir le groupe
des tresses qu’on utilisera dans la suite.

Définition 3.14. Pour tout n>2, on a un groupe, noté By, engendré par o1,...,0, 1
et les relations :

1. 0,0;410;=0i10i0i11 ;
2. gjoi=00;, pour i —j|>=2.
Ce groupe est le groupe des tresses d’Artin.

Exemple 3.15. On prends n >2 car B; =7 de maniére évidente.

Remarque 3.16. On construit une surjection :

k:B, — 6,

o — (4,i+1)
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induite & partir de :

B,,— B, /{0i).
On pose K, :=ker (k), qui est engendré, pour tout 1< i< j<n, par les éléments :
Tij=0j_1 0ip10¢0,3 1 0.

On admet la proposition suivante.

Proposition 3.17. Le groupe de Teichmdiller M (0,n) est le quotient de B,, par
les relations suivantes :

b Yni=0p_1-~0t--0pn_1=1 (relation de la sphere);
it Wpi=(op—1-01)"=1 (relation du centre).
On note ainsi M (0,n): =B/ (Yn, Wn).
De méme, on définit le groupe coloré de Teichmdiiller par :
K(0,n):= K/ {yn, wn).
On a alors les isomorphismes :

Ton B/ (Yn,wn) ot Ton K/ {({z1:22i...ni Fo<i<n)

~ ~
Ti — 0y Ti — 0

Remarque 3.18. De maniére générale, on a les relations suivantes :

(x,y)=F~K(0,4) — K(0,5)=(r12,723)
r —— T12

Yy —— T23

f—f
Soit X une variété algébrique.

Définition 3.19. On appelle successivement :

—  Un Pro-point a sur X, une collection de points ay, un sur chaque recouvre-
ment fini Y de X tel que pour chaque couple Y et Y’ de tels recouvrements,
avec Y’ recouvrement de Y, l'image de ay sous le revétement Y — Y soit ay ;

Si X est définie sur Q et @ ={ay }y est un pro-point de X, alors chaque ay
est dans Y (Q) pour tout recouvrement Y de X, on a donc une action galoi-
sienne sur ces pro-points. Les points sur le revétement universel X de X(C)
donne lieu a un sous-espace de l’espace des pro-points.

Supposons que X (Q) est non vide et fixrons a € X point base sur un point
ax € X(Q)

—  Un Pro-lacet sur X sur da, un pro-point basé sur ax.
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Cette terminologie est une généralisation de la situation ou le pro-point
choisi est lui-méme un point b sur X basé sur ax. Ainsi, deux points a et b
sur X déterminent de maniére unique un lacet (& homotopie pres) de X (C).
Ces pro-lacets peuvent étre composés et former ainsi un groupe qu’on note
71X ,a). Ce groupe est isomorphe au complété profini de w1 (X (C),ax).

On rappelle aussi que le groupoide fondamentale w1(X, A) est l’ensemble
des classes d’équivalence modulo homotopie des chemins de a a b, pour tous

a,beA.

Soit @ et b des pro-points de X basés sur a et b respectivement,

—  Un Pro-chemin sur X de d a b: l’ensemble des classes d’homotopie de che-
mins de a & b dans X, précomposé avec le groupe de pro-lacets 71(X, a).

Soit A un ensemble fini de pro-points de X,
—  La Complétion profinie de m (X, A), ’ensemble des pro-chemins de a a b,
pour toute paire a et b de pro-points de A. On la note 71(X, A).

Ainsi, d’aprés ce qui précéde on définit :

Définition 3.20. Le groupoide de Teichmiiller est :
T(0,n): =m1(Mo,n, Br).
1l est donné par les classes :

—  Les objets conforment l’ensemble de voisinages réels simplement connezes de
points de dégénérescence mazimale dans le complété profini Mg , de Mo .

—  Les fleches sont les classes d’homotopie des chemins entre deux points base.
On définit de méme le groupoide de Teichmiiller profini dans la suite.

Définition 3.21. Le groupoide de Teichmiiller profini est

T(O, n) = 7'?'1(/\/10,”, Bn)
C’est le groupoide de pro-chemins sur l'espace de modules My ,, ayant comme extré-
mités les points base a l'infini de B,.
Remarque 3.22. On remarque deux faits :

—  Le groupoide de Teichmiiller profini T(O, n) est isomorphe au complété profini
du groupe de Teichmiiller T'(0,n).

—  En particulier, on a deux isomorphismes :
Fy~K(0,4) et Fy — K(0,5)
r — T12

y)—)$23
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3.3.2. Relations entre le groupe de tresses et la catégorie des arbres. On
peut mettre en relation les groupes de tresses et, dans les catégories tensorielles tres-
sées (arbres trivalents), 'ensemble des morphismes de C qui transforment un arbre
en un autre en permutant les indices des feuilles qui sont différents de 0. Cette
relation peut étre visualisée si on attache chaque bout d’un fil des feuilles numérotées
par le méme numéro, et ceci pour chaque feuille de chaque arbre. On doit alors
imaginer que les morphismes de commutativité permettent de tresser les paquets de
fils correspondants & des branches aboutissant au méme sommet, et les morphismes
d’associativité permettent de rapprocher en branches aboutissant au méme sommet
deux paquets adjacents de feuilles quelconques ; les combinaisons des deux opérations
correspondent aux tresses. On définit le groupe des homomorphismes :

Hom(Tp, T): = [ | Hom(Ty, T).
TeT

Voici une caractérisation compléte de la relation évoquée :

Proposition 3.23. Pour tout n>4, To€C,, et T, l’ensemble des arbres de C,, obtenus
de Ty en permutant les indices différents de 0, il existe une bijection d’ensembles :

W:Hom(Ty, 7)— Bn_1

telle que U induit une structure de groupe sur Hom(Ty, T) et devient donc un iso-
morphisme de groupes. La restriction de ¥ a Hom (T, Tp) induit un isomorphisme de
groupes :

Hom (T, To)— K1

qui est compatible avec les lois de composition usuelles de ces deux groupes.

Démonstration. Pour une démonstration compléte de ceci, se reporter a [Sch99],
p- 89 - 93. O

3.3.3. Groupoide de Teichmiiller et catégories tensorielles tressées. On
passe maintenant & 1’énonciation du théoréme principal de cette partie qui relie le
groupoide de Teichmiiller & la catégorie tensorielle tréssée pure des arbres trivalents.

Théoréme 3.24. [ existe un épimorphisme de groupoides ®,:C, —» T(0,n).

Démonstration. Pour une démonstration compléte de ceci, se reporter a [Sch99]
(p- 100 - 104). L’idée de la preuve est de définir tout d’abord ®,, sur les objets. Puis
sur les morphismes d’identité, les morphismes d’associativité et de commutativité.
Ensuite on démontre que ®,, est bien un homomorphisme de groupoides. Finalement
on démontre que P, est surjectif. (I

Remarque 3.25. La démonstration de ce théoréme et les calculs des tresses éffectués
dans la proposition antérieure nous permettent de paramétrer explicitement des che-
mins d’associativité et de commutativité sur My ,, partant d’un point base quelconque
a l'infini. On va paramétrer un chemin partant d’un point base P € B,, en choisissant
une sphére Xp explicite & points marqués fixés et telle que le point de My ,, associé
a Xp appartienne & P. Ceci s’avére trés utile en pratique comme on le verra dans la
derniére partie de ce mémoire.
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3.4. Les groupes de Grothendieck-Teichmiiller k-pro-unipotent et profini.
On va définir le groupe de Grothendieck-Teichmiiller des deux fagons que V. G.
DRINFEL’D a présenté dans [Dri91]. Tout d’abord, on présente le lien avec les quasi-
algébres de Hopf quasi-triangulaires, dont la catégorie des représentations forme une
catégorie tensorielle tressée tel que I'on a présenté ci-dessus. La donnée d’un algébre
de Hopf quasi-triangulaire permet de construire des représentations du groupe de
tresse. L’idée d’A. GROTHENDIECK est basée en un principe de deux étages (sur
/\7074 et /\7075), les deux premiers axiomes appartenant au premier étage puis un
troisiéme axiome appartenant au deuriéme étage. On se donne dans la suite une
catégorie tensorielle tressée de représentations d’une quasi-algebre de Hopf quasi-
triangulaire (A, pu, n,A,e,®, 5, R). On souhaite & présent changer les isomorphismes
d’associativité et de commutativité sous-jacents d’une telle catégorie sans changer le
reste des morphismes de sa structure. Cela revient & multiplier :

a:(Vi®@ Vo) @ Vs — V1@ (Va® Va)

par un automorphisme de (V3 ® V2) ® V3. Ainsi,la proposition suivante en découle.

Proposition 3.26. Le groupe B3 = (01, 02) agit sur (V ® V) ® V de la maniére
suivante :

— 01 détermine l'isomorphisme suivant :
c®id: (Vi@ Vo) ® Vs — (Va®@ V1) © Va;
— o9 détermine l’isomorphisme suivant :
a l(id®@c)a: (V1@ V) ® Vs = (V1@ V3) @ V.
—  De maniére générale, a € B3 détermine un isomorphisme suivant :

(Vi@ Vo) @ Va— (Vi, @ Vi,) @ Vi,
ot (i1,i2,1i3) correspond a ™t

On a ainsi, une nouvelle action de K3 sur chaque (V3 ® V2) ® V3 et chaque ¢ € Ko
détermine un nouvel isomorphisme d’associativité. Ainsi,

Corollaire 3.27. Tout ¢ € Ko est de la forme 0**, ot By = (o) et A\ € Z. Donc,
changer un isomorphisme de commutativité équivaut a poser \=2m+1. Tout p € K3
est de la forme f(o%, 03) - (0102)%F, k € 7 et ou on a noté « f(a, b)» l'image de
f € Fy par le morphisme :

p:{x,y)=F — Fs.
T — a

y}—)b

On peut remarquer que l’élément (o102)% est un générateur du centre de Bs.
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Ainsi pour avoir de nouveaux isomorphismes de commutativité et associativité, le
triangle de MacLane ne demande pas de conditions supplémentaires. Cependant, on
voit facilement que le pentagone et les deux hexagones vont demander les axiomes
qui suivent.

Corollaire 3.28. On pose z=(zy)~*. Alors :

—  Le premier hexagone exige n=0 et la relation :

fl@ y)a™f(z,2)2f(z,y) "y =1,

(-1

pour m=-—

—  Le deuxiéme hexagone exige n=0 et la relation :

fly, o)t f(z,2)2" f(z,y) " ty™ =1,

(-1

pour m=-—

Une conséquence facile de ce fait est la suivante.

Proposition 3.29. Avec les notations précédentes, les deux relations ci-dessus sont
satisfaites si et seulement si n=0 et :

fly, ) f(z,y) =1 (3.1)
flz,z)z2™f(y, 2)y™" f(z,y)a™ = 1 (3.2)
Le pentagone exige, sur ¢ € K3, la relation (notations de la partie 3.3.1) DRINFEL'D,
dans [Dri91] :
f(@12, 223, T24) f (213, %23, 234) f (223, T34) 7" = f(x12, 213, T2a34) f (212, T23),

ou encore IHARA, dans [Iha94] :

f (@34, 245) f (w51, 212) f (23, w34) [ (@45, T51) f (212, T23) = 1 (3.3)

On peut remarquer que la relation donnée par le pentagone a deux expressions
équivalentes données par les deux auteurs cités.

Proposition 3.30. L’ensemble GT des couples (A, f) € Z x Fy qui satisfont (13.1),
(3.2) et (13.3) hérite une structure de monoide lorsqu’il est muni de la multiplication
induite de la composition naturelle suivante :

(Zx Fo) X (Zx Fy) — 7ZXFy (3.4)
(A, f1(@, ), N2, falm, ) — (Mde, fu(w, ) fala?, fr(x, y) "'y fu(z, )

Démonstration. Si on applique deux fois cette action on a :

Fl F2
r— ™M s g2

y— filyMf o — BN (A f M2 R (f)



24 EQUATIONS DANS LE GROUPE DE GROTHENDIECK-TEICHMULLER

ou ()‘13 fl(-T, y))7 ()‘25 f2($a y)) € (Z X FQ) et F2(f1) = f2(.’L')\, fl(-T, y)_ly)\fl(‘ra y)) La
proposition en découle de ce fait. (I

Corollaire 3.31. Ainsi défini le monoide GT,il agit sur I’ensemble des quasi-algébres
de Hopf quasi-triangulaires.

Si bien ces exigences nous rendent un objet mathématique trés riche, on remarque
que ce monoide a exactement deux éléments comme on le voit dans la suite.

Proposition 3.32. Les seuls couples (\, f(x,y)) qui satisfont les contraintes (13.1),
(18.2), (3.3), et (13.4) ci-dessus, sont :

—  L’identité :
(L) :(C,puyn, A e,®, 5, R)— (C,p,n,Ae,®,S,R);
—  L'involution :
(—=1,1):(C,p,m, Aye, @, S, R)— (C, p,m, Ae, @, S, (R?1)71).
Plus précisément, (3.1) et (13.2) sont seulement satisfaits par :

A==l et f(z,y)=y"z™".

Démonstration. D’une part, si (A, f(x, y)) satisfaisaient (3.1), (3.2), alors (A,
y *f(x,y) z°) aussi.
D’autre part, si y~°f(x, y) x’ n’était pas égal & 1, alors la représentation de
y~*f(z,y) x° serait de la forme z'...y !, 140, ce qui est impossible d’aprés (3.2). O

La remarque suivante est particuliérement importante.

Remarque 3.33. Si K est un corps de caractéristique 0, alors (3.1), (3.2), (3.3) et
(3.4) sont stables méme si on considérait que les couples (A, f(z, y)) appartiennent
a K x IFy, ou [y est la complétion k-pro-unipotente de Fo. On peut ainsi étendre
la définition de ces couples et, selon la complétion prise, on aura des différentes
versions, dont I’équivalence n’est pas triviale, entre différentes versions d’un groupe
qu’on nommera groupe de « Grothendieck-Teichmiiller ».

3.4.1. Version k-pro-unipotente @(K) On reprends les définitions du para-
graphe précédent et on définit une variante du groupe de Grothendieck-Teichmiiller
dans cette sous-partie.

Définition 3.34. Soit un K corps de caractéristique 0. On appelle Quasi-algébre
quantifiée enveloppante universelle de Hopf quasi-triangulaire sur K][h]]
est une quasi-algébre de Hopf quasi-triangulaire (A, p, n, A, e, ®, S, R) sur K[[h]]
telle que A/h A est une algebre universelle enveloppante munie de la comultiplication
standard et telle que A, en tant que K|[[h]]-module topologique, soit isomorphe a V[[h]]
pour un certain K-espace vectoriel V.
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Remarque 3.35. Comme A/h A est une algébre universelle enveloppante, alors
d’aprés (2.5) et d’aprés linversibilité de @, alors ® = 1 [mod h]. De méme, on a
R =1 [mod h| et en passant au twist de quasi-QUE-algébre de Hopf quasi-trian-
gulaire, on a aussi F = 1[mod h].

Définition 3.36. On définit par GT(K) le monoide des couples (X, f(x, y)) qui
appartiennent o K x Fa, ou Fy est la complétion k-pro-unipotente de Fy On appelle
version K-pro-unipotente du groupe de Groiil\endieck- Teichmdiller le groupe
des éléments inversibles de GT(K) et on la note GT(K).

Remarque 3.37. Il est clair que :
GT(K) = {(A. /) € GT(K) | A#0}.

Ce groupe est de dimension infinie et on a une surjection :

—

GT(K) — K*.
A f) — A

L’action de ce groupe sur l'’ensemble des quasi-algébre quantifiée enveloppante
universelle de Hopf quasi-triangulaire sur K[[h]] commute avec le twist3-2. Pour plus
de détails sur cette version, se reporter a larticle [Dri91]3-3.

3.4.2. La version profinie du groupe de Grothendieck-Teichmiiller GT. On
considére maintenant Iy et Z les complétions profinies de IF5et Z respectivements-4.

Définition 3.3/8\. On appelle version profinie du groupe de Grothendieck-
Teichmdiller GT le groupe formé des éléments inversibles du monoide GT = {()\,
f) € Z x Fy | (N f) satisfait (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) } munie de la loi de
composition interne induite par (8.4 ).

On peut ici remarquer qu’on a considéré que f € IF5 cest a dire le groupe dérivé
de F5. En effet, il est automatique que si (A, f) € Z x [y et satisfait (3.1), (3.2), (3.3)
et (3.4) , alors f € IF5. Le résultat suivant et détérminant pour la suite du programme
de A. GROTHENDIECK et de V. DRINFEL’'D qu’on a décrit dans 'introduction.

Remarque 3.39. On considére dans la suite les morphismes suivants :

0:Fy — Fy w:lFy — Ty Ry — TRy
r = Y r — Yy et r — gzt

Yy — X Yy — z y>—>y_1

3.2. On renvoie le lecteur & la premiére partie de ce mémoire.

3.3. Si bien cette version semble étre trés intéréssante, on se limitera dans le cadre de ce mémoire
au cas profinie qu’on définit dans la suite.

3.4. Idem.
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Alors, on peut définir le groupe de Grothendieck-Teichmiiller de maniére équivalente
en le définissant comme ’ensemble des couples inversibles (A, f) € Z x Fq tels que :

0f)f =1
~w2(fxfl)w(f~xm)Jix"i =1
AP F) () olF)F = 1

ot p est 'automorphisme de K (0,5) donné par conjugaison par I’élément (c40302071)?
et avec K(O, 5) = <£L'12, I23, L34, L 45, SC51>.

Théoréme 3.40. (DRINFEL'D, IHARA ET BELYI) Gal(Q/Q) s’injecte dans GT, en
associant l’élément (—1,1) a limage de la conjugaison complexe.

Démonstration. On se référe a Particle [Tha94] pour une démonstration compléte. [

On se limitera a donner quelques explications sur cette injection dans la suite.
La proposition suivante est essentielle du moment ou elle donne la procédure qu’on
utilisera pour analyser ’injection :

Gal(Q/Q)— GT.

N
En effet, ici on pose une premiére caractérisation de I'image de Gq dans GT, dans la
deuxiéme partie on ajoutera deux nouvelles équations et dans la troisiéme partie en
y ajoutera encore quatre.

Remarque 3.41. On a ainsi que GT est contenu dans le groupe d’automorphismes
de F5. On on rappelle que :

Fo= K(0,4)= 7r1(1P1((D) —{0,1,00},{0,1}) =m1(Mo,4,{0,1}).
On définit donc une action fidéle :

GQ — Aut(fpg)
o — gbg:]ﬁ‘g—dﬁ‘g
z — zX(7) (3.5)
y— f7yOf, (3.6)

ot 'on utilise le caractére cyclotomique : x: Gg — 7. Cette action passe en une
injection :

Go — ' xI

o — (x(0), fo)

dont I'image est incluse dans GT (i.e. satisfait (3.1), (3.2) et (3.3)). On peut donc
étendre cette paramétrisation a l’injection suivante :

GT — 7" xI

o i ()\aa fo)

ol ’on étends le caractére cyclotomique a A: GT—— 17"
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D’apreés ce qui précéde, on a la proposition suivante.
Proposition 3.42. On a une action fidéle et par automorphismes de GT sur Fs.

Remarque 3.43. On a l’action fidéle suivante :

GT < Aut(B,)
(A f) — ¢: B,— B,

g1 — O'{\

oi — f(yi,07) "o} f (i, 07)
ount=2..n—lety,= 0i_1...09...0;_1. Cette action induit une action sur le complété
profini B,, du groupe de tresses; elle méme passe & une nouvelle action sur sur le
complété profini M (0,n) du groupe de Teichmiiller et se restreint en une action sur
le complété profini K (0,n) du groupe de Teichmiiller coloré.

3.5. Actions de Gal(Q/Q) et de GT sur T7(0,n).

3.5.1. L’action de Gal(Q/Q) sur X(Q). Le groupe de Galois absolu Gal(Q/®Q)
agit®5 sur tout groupoide fondamental algébrique d’une Q-variété, notée X (RQ) basée
en un ensemble de points stables sous Gal(Q/@), en particulier pour B,,. Ainsi,

7(0,n) ~ [ mX(®)a,b).

(a,b)EB,,

Or, Gal(Q/Q) agit sur chaque m (X (Q), a, b). On va donc remplacer X(Q) par
Mo, pour donner une nouvelle définition de Gal(QR/Q) de nature géométrique et
combinatoire sans passer par les nombres algébriques. Comme Gal(QQ/Q) est un sous-

groupe de C/}'\T, on peut se concentrer sur l'action de GT sur T(O, n) comme on le
présente dans la suite.

3.5.2. Action de GT sur T(O, n). On présente le dernier résultat important de
cette partie qui est 'action du groupe profini de Grothendieck-Teichmiiller GT sur le

groupoide de Teichmiiller 7°(0,n).

Théoréme 3.44. Soit n >4, alors GT est le groupe complet d’automorphismes de

T(0,n).

Démonstration. On définit une action de GT sur le complété profini C de la cate-
gorie des arbres ou l'on remplace chaque groupe local par son complété profini. Cette

action nous dira que GT est bien un groupe d’automorphismes de C. Or, d’aprés le
théoréme 3.24, il suffit de montrer que cette action respecte le passage au quotient :

Cn—T(0,n)

en montrant que GT préserve son noyau. Pour plus de détails, se reporter au livre
[BFL99| (pp. 110-114). O

3.5. Ce fait est connu depuis SGA 1,
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4. UNE INTERPRETATION COHOMOLOGIQUE DU GROUPE DE GROTHENDIECK-
TEICHMULLER.

Une des idées principales présentées dans l'article [LS97] est celle d’interpréter les
relations définissant le groupe de Grothendieck-Teichmiiller comme des relations de
cocycles pour une certains groupes de cohomologie non-commutative. On introduit
dans la premiére sous-partie, les paramétres :

g,h:(ﬁ—>f’2/

qui décomposent le paramétre principal f € GT par rapport aux automorphismes
0,wet de F qu’on avait défini auparavant. On aura comme résultat une nouvelle

description des éléments de GT. On va développer le premier et le quatriéme para-
graphe de Darticle [LS97] et présenter les résultats portant sur des équations prenant
en parameétres g et h. On va aussi ainsi présenter une interprétation du paramétre f
comme pro-chemin.

4.1. Cohomologie non-abélienne : Hl((G),I:"z) et H'((w), 13'2) La méthode

proposée dans l'article pour prouver que Gq s’injecte dans GT est de déterminer la
cohomologie non-abélienne des groupes engendrés par chaque générateur de I et de

K (0,5). On établit donc les propositions suivantes, qui sont admises dans le cadre de
ce mémoire?1,

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes on a :
1. Le groupe de cohomologie non-commutative Hl((9>,]f<‘2) est trivial.

1. Le groupe H1(<w>,]ﬁ‘2) a exactement deux éléments : le cocycle trivial et celui
donné par c,=xy.

1. Le groupe H1(<p>, K(O, 5)) a exactement deuz éléments : le cocycle trivial et
celui donné par c,=x 34T 45Ty -
Proposition 4.2. Avec les notations précédentes on a :
i. Le groupe HO(<L>,F2) est trivial.
ii. La conjugaison complexe (—1,1) est centralisatrice dans GT et dans Gq.
iti. G est normalisateur dans GT.

—  En particulier, si Gg a un sous-groupe normal de C/ff, alors Gg = GT.

4.1. Pour les démonstrations il suffit de se reporter a l'article [LS97].
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4.2. Introduction des parameétres g, h: GT — F,'. Comme on l'a expliqué,
on peut définir le groupe de Grothendieck-Teichmiiller comme 1’ensemble des couples
inversibles (), f) € 7 x IFs tels que :

of)f =1
~w2(fzfl)w({xm)flx”i =1
P (F)PP(F)(F)e(f)f = 1

ol p est I’automorphisme de K (0,5) donné par conjugaison par 1'élément (o40302071)>
et avec K(0,5) = (w12, T23, T34, Ta5, T51)-

Théoréme 4.3. Soit (), f) € GT. Alors il existe des I-cocycles : g, h € Iy et
ke K(0,5) tels que :

F =699 (4.1)
fw(,\;) e si A= 1 mod3 (4.2)
= w(h)quh st A=—1 mod3 '
~ p(k)_lk st A=4+1 modH
_ 4.3
[ (12, 223) {p(k)_1x34$511$45$121k’ $1 A=4+2 mod5 (4.3)

ot (|4.1) et (4.2) prennent place dans Fy et (14.8) dans I%(O,5).

Remarque 4.4. En particulier, la proposition 4.2 nous dit que 1a ot les groupes de
cohomologie sont triviaux, alors tous les cocycles sont des cobords et vice-versa. On
a ainsi une cohérence aux formules 4.1, 4.2 et 4.3.

Démonstration. Démontrons les relations (4.1) et (4.2) pour avoir une idée des
techniques utilisées. Soit (A, f) € GT. Comme cet élément satisfait ’équation :

fly,x) f(z,y)=0(f)f=1
dans Fg, alors par la proposition 4.1, le groupe cohomologie non-commutative de
H 1( (0), Fg) est trivial. Ainsi f est un cobord, ce qui veut dire exactement qu’il existe
g=g(x,y) €y tel que f=0(g)"1g. Ceci nous donne (4.1).
Pour démontrer (4.2) on sait que :

[z, 2)2 f(y, 2)y" f (2, y)a™ = w?(fa™)w( fz™) fz™ =1
donc fz™ définit un cocycle pour w. Ainsi, par la proposition 4.2, fz™ est équivalent
(& cobord pres) soit a 1, soit a zy. Ceci veut dire qu'il existe h=h(z,y) € 5 tel que
soit fa™ =w(h)~th soit fa™ =w(h)"txyh. Or comme f € Fy, donc si on suppose
fxz™=w(h)"1h, alors

fl@,y)am=w(h)"th=h(z,z) " 'h(z,y) =h((zy) "' 2) " h(z, y).
Ecrivons maintenant h(z,y)= %y’ mod [FQI], ot a,be 7. De cette maniére, modulo
F2/7 on a

M= ($y)a$_b$ayb — $2a—bya+b
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donc b = —a et m = 3a. Ainsi m=0 mod [3]. D’autre part, si on suppose que
frm=w(h)~txyh, alors on a :

2a—b+1,,a+b+1
b

2" = (zy)'rtryatyt = Y

dotb=—a—1et m=3a+2 donc m=2mod [3]. Ceci conclut la preuve de la relation
4.2. O

Corollaire 4.5. Dans Fg, il existe, et ce de maniére unique, deux éléments g, h € s
tels que :
(=1

_ 2 h)~'h A= 1 d 6
R e g me (4.4)

y 2 wh)ty=th si A=—1 mod6

La description des éléments de GT donnés dans ce théoréme, et qui peuvent
servir de définition pour GT a certains avantages dont les applications seront traités
en troisiéme partie. Au lieu de décrire GT comme l'ensemble de tous les couples
satisfaisant ces 3 conditions, on se donne ici une maniére ;d\e construire toutes les
paires satisfaisant chaqu’une des conditions, de sorte que GT soit l'intersection de
ces trois ensembles. En particulier, dans la troisi¢éme partie on va étudier I'action
de GT dans les recouvrements finis de P! — {0, 1, oo}, c’est a dire les courbes
algébriques définies sur Q. Finalement, on va les comparer avec les actions de Gg
sur ces recouvrements. Si on se donne un sous-groupe normal N de 5 et X un tel
recouvrement qui correspond & N, alors on peut se demander de déterminer I'image
dans FQ/N des paramétres f de GT.

Grace a ces résultats on peut passer a la partie principale de ce travail, qui est
I’analyse I'image de l'injection G — GT via des équations ou les paramétres pré-
sentés seront utilisés.

5. EQUATIONS HARMONIQUE ET EQUIANHARMONIQUE DANS GT

Dans toute cette partie, on garde les mémes notations que celles de la partie
précédente. Le propos ici est d’étudier le comportement des 1-cocycles g et h dans
Gq en élaborant le type d’interprétations géométriques qu’on a utilisé dans la partie
précédente (c.f. article [LS97]).

5.1. Introduction et énoncés. On note :
By = (11, 72 T1T2T1 = TaT172)

et, pour un entier a >1, p,: Gg — 7 le 1-cocycle de Kummer défini par :

(%)U—l — gsa(a) ,

2im

oitoceGget (h=en .
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Théoréme 5.1. L’image de l'injection G — GT satisfait les équations suivantes :

(GFo) g(rf,73) = e esfm, p)m 2
(GF1) g(ri,73) = f(r2,m)m"
(AF1—6p3) o (AFD
ET W i 28 3p3—2p2
(HF) Wt 73) = (€1)” o flm,ém ?
OF1-6p5) 3y OFD)
(HF:) Wt m3) = (&0)  *+ f(rf €0 ?
ot n = TiTeT1, {4 = TiTe et & = Tory et le signe F est pris selon A = £1 mod 6
respectivement.

On peut remarquer que (7{, 73) est un sous groupe d’ordre 2 de Bs. De cette
maniére, les paramétres g et h sont complétement déterminés comme pro-mots.

Corollaire 5.2. Les relations cz‘-(ﬁ:lssus impliquent les équations sutvantes, qui sont
préservées dans l'image de G — GT :

flr,mm) = (mm) =P f(rE, mim )i (5.1)

) = gy

Démonstration. On met ensemble les parties a gauche de (GFy), (GF1) et de (HFy)
et (HF;) respectivement. On a d’une part :

e f () 2 = f (et )T
Flr,myry 20250 = pea=2e2 £ (7 p)rlP
flrim) = npsm2e2 f(rf, )riPorp 2750
= nP3—2P2f(7-12’ 77)71692—3/33_

D’autre part :

(AF1—6p3) 3pa2p,— AFLD) (AF1—6p3) 3pq— AT
p2t—m7r——= pP3—2p2 = P3
(&)™ 4 f(r,Ee)m 2 = (&y) 4 f(r € 2
(AF1—6p3) 3 a2 py ATFL) (AF1—6p3) 3pq— AFLD
p2t———= pP3—2p2 ey =] P3
(rim2)"” 4 f(r,mm)n 2 = (mm) 4 frt.mm)n 2
(AF1) (AF1)
3p3—2p2— 3p3—
f(r1,mime) 7y 2 = (nm) P f (i, mim)n 2
flr,mim) = (nm)~P2f(rE, mime )P
Ceci conclut la démonstration. Il

Remarque 5.3. On peut remarquer®-L que (5.1) provient de :

frmd) =730 fa, m ) (im0,

Corollaire 5.4. Les relations ci-dessus du théoréeme 5.1 et du corollaire |5.2 impli-

quent les équations sutvantes, qui sont préservées dans l'tmage de Gg— GT :

5.1. Voir l'article [NS00] pour plus de détails.
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FEquation Harmonique :
G I (G R G e (5-3)

Fquation Equianharmonique :

(A=1) (A—1)

(A-1
2 2

A ) 3p3—
fr3mm)Nnm) 2 fidmm)n

ftd) = 54

Démonstration. On remarque tout d’abord que, par la deuxiéme équation ci-dessus,
on n’a pas besoin de distinguer les cas A=+1mod 6. On écrit (GF1) et (HF;) en leur
définition avec des cobords. On obtient donc :

f= 09"y
[t m3) = 0(g(rt,73)) " g(rt, 73)

= 132 f (13, )" (R )T

Or comme :
(=1
B y 2 w(h)"th si A= 1 mod6
fo= _(-1
y 2 wh)"ty th si A=—1 mod6
on applique la définition & (77, 73) ;
_(G-1
27 2 2 _2\\—17 (.2 2 Loy
T w(h(r{, T h (i, T si A= 1 mod6
f(712a722) = ? (A—1) (h(rt,72)) (74, 72)
3 2 w(h(Tf,722))_17'22_1h(712,722) si A=—1 mod6
et comme :
(AF1—6p3) 3pr(ml)
hrf,m3) = (€)  *  f(d,€9)m ?
(A—=1-6p3) 3ps— A1)
Wi, 13) = (mm)  + flr,mm)n )
alors on a :
(—A+1-6p3) 5py 4 A1)
w(h(t,m3)) = (mim) 4 f(r3, mime)7y e
(300 252) _(CA+1-6ps)
wh(r?,73))™" = = f(T3, mime) =N (i) 4
(A-1) _
—(3ps+ (A-1) 3pg— A1)
w(h(r,m3)) (i, 13) = 7 (20055 >f(72277172)*1(7172) 2 f(rtmm)n 2
—3ps— A1) (A-1) 55 A1)
f(7127722) = T2 2 f(722,T1T2)71(7172) 2 f(712,T172)T1 ?
Un calcul analogue nous donne le méme résultat dans le cas ot A=—1. On n’a donc
pas besoin de distinguer les deux cas. Ceci permet de conclure. (I

Passons maintenant & la configuration de base avec laquelle on démontrera les
relations (GFy), (GF1) puis (HFy).
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5.2. Configuration de base. L’idée principale pour prouver les relations du théo-
réme 5.1 est d’analyser le groupe fondamental d’orbifolds de certains quotients de
P! —{0,1,00} par la symétrie de G3 le tout avec des transformations galoisiennes de
certains chaines qui y apparaissent. On pose :

— 1 .
B:={01,10,100, 001, o0, OOO}U {—1,5,2}U {p,p~1}
2im —
ot p=e 6 . Ici, on note ab , pour a,b € {0, 1, 0o}, les points tangentiels introduits
par Deligne dans [Del89] de la maniére suivante :

—  Soit Q{{t}}:= U Q( (tﬁ)) lespace (qui est algébriquement fermé) des séries
N>1

de Puiseux sur @Q. Ainsi, 01 est défini par le point géométrique générique
dé_f)ini come un voisinage simplement connexe suivant I’axe des réels. Les autres
ab sont obtenus a partir des permutations &g, 1,c0}-

—  X;:=P}—{0,1,00}, ot 'on a noté P} la droite projective avec une coordonnée
fixée ;
—  m1(X¢, B) le groupoide fondamentale étale correspondant.

On construit les chemins dans 71 (X, B) suivants :

|

1

e ¢ est le chemin de % vers p suivant I'axe Re(t) =5 ;

. 1. .
e 7 est le chemin de 0 vers 5 suivant l'axe des réels ;

e ¢ est le chemin de 01 vers 10 suivant une rotation d’un demi-cercle
en sens direct.

Le dessin qui suit permet de visualiser ces constructions.

0 0 ool

Figure 5.1. Cadre géométrique de la configuration étudiée.
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Ainsi, la proposition suivante en découle.
Proposition 5.5. S 1,00} agit naturellement sur m1(X;,B).

Convention 5.6. On va noter :

1. af le chemin tracé par « puis par 5. La monodromie le long de a3 sera tracée
dans la direction inverse ;

2. %, “a, “a sont les images du chemin a par les permutations : (01),
(01oo) et (0ool) de &3~ Gyg,1,00} respectivement ;

3. Pour tout 0 € Gg, on note A,, fo, go, ho les images de o par A, f, g, h
respectivement.

Remarque 5.7. Avec ces conventions, on a :

p=r(r)"t=(rq)(“rq)~*(“e)
r=¢(%e) (5.5)
y=p("e)(“e)p™"

Ensuite, pour chaque point base rationnel b ( b différent de pou p=1), Gq est iso-
morphe a m1(Xy,b). Gq agit sur ses points par conjugaison complexe. En particulier,
Gq(,) agit sur tous les chemins de (X, D). Ainsi, pour avoir une action de Gq sur
71(X¢, B) on peut introduire laction de la conjugaison complexe ¢ € Ggq sur ¢ par
t(q) =% a partir de laquelle les autres actions sont déterminées de la seule maniére
qui est bien définie. On rappelle que, pour o € Gq, 'interprétation de fo, g5, ho est
donnée par :

1

U(p) = fo(‘ray)_ p

o(r) = gola.y)

_ ) holay)Tirg sidg= 1 mod6
o(rq) = {hg(x,y)_lr(%) si A\, =—1 mod6

Ces relations sont bien définies , et démontrées dans [LS97]. On va considérer, f, g
et h dans certains groupoides fondamentaux qu’on introduit dans la suite, et dont on
explique leur cohérence. On remarque que, comme \, est le caractére cyclotomique,
alors :
24T

Ao =1<=0(p)=p, avec p=e 6 .
On peut aussi remarquer que f,, go, ho sont a valeurs dans le groupe fondamental
géométrique 71'1(Xt, 0_1') = 7r1(Xt ®Q, 0_1') =Ty = (x,y). Sion note By le segment
réel [0, 1] et B, le demi-cercle supérieur de X;(C) — R, alors on a ’homomorphisme
de groupoides :

m(Xe, BN By) — m(Xt, Ba)

ot *x=0,w, dont la restriction a 7r1(Xt, 01 ) induit un isomorphisme de groupes. Ainsi
f,we IF5 induisent des automorphismes de 71(Xy, By) et m1(X;, B,,) en posant :

Fl(Xt,%ﬂB*) — Fl(Xt,B*)

a — *a



MARTIN GONZALEZ 35

ou * =0,w. Grace a cette remarque et a l’égalité :

p=r("r)" = (rq)(“rq)"'(%e)
on peut alors conclure que f,, go, ho satisfont eux aussi la relation 4.4 par rapport
aux automorphismes 6, w € Fy, m1 (X}, By) et m1(X¢, By) respectivement.

Proposition 5.8. Soit []ﬁ‘g,]ﬁ‘g] le sous-groupe des commutateurs de :
Fo= 71 (Xy, 01).

Alors, pour tout 0 € Gg on trouve les congruences sutvantes modulo [lﬁ‘g,]ﬁ‘g} :

folz,y) = 1
golz,y) = (zy)r@
Qo= Qo-1)
B " 6 y 6 st A= 1 mod6
ho(@9) =47 Gurn) (o) '
r 6 y 6 $i A\g=—1 mod6

Remarque 5.9. Ces relations seront particuliérement utiles au moment ou on projet-
tera certaines relations par I’homomorphisme d’abélianisation By—»17 qui permettra
de déterminer certaines constantes par rapport aux 1-cocycles de Kummer :

Pa:Gg— 7.

5.3. Recouvrement de Legendre-Jacobi et démonstrations. On va considérer
le groupe fondamental d’orbifolds du quotient de P} — {0, 1, co} par la symétrie de
G3. On introduit maintenant une nouvelle coordonnée notée s pour un tel quotient,

donnée par :
_ 27 t3(t—1)2
= =T e

ot les points de ramification sont normalisés tel que :
¢~1(0) = {0,1,00}
61(1) = {% 1, 2}
¢~ (o0) = {p.p7'}
Ainsi, on définit :
—  Xg:=PL-{0,1,00} ;
—  ¢: Pt — Pl qu'on appelle Recouvrement de Legendre-Jacobi.
On introduit maintenant le sous-recouvrement suivant :

- X,.=P.— {0,1,00}, ou IP,, est la ligne harmonique intermédiaire, entre P}
et P! donnée par :
27u?

— 4t(1 — L
u=4t(1—t), et s a—up’
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o 1
—  Le recouvrement 1): P} — P. est ramifié seulement en ¢ = 0, gsuru=0,1
respectivement.

Notation. On note :

— 0_1'5, rs et ainsi de suite, les objets qui sont définis dans la ligne X ;

_— =

—  01:=01,r:=r les objets originauz, définis sur X;.

Enfin, introduisons les groupoides fondamentaux correspondants :
- 7T1(XS,€1|2,600|3, 0—1)5) ;
- m(Xy,e1]2).

On va donc considérer notre groupoide initial 71(X;, %) premiérement comme un
sous-groupoide de 7r1(X s, €1]2, ecol3, 01 5) qui classifie les recouvrements étales de X
avec des indices de ramification sur s =1, 00 divisant 2,3 respectivement. Deuxiéme-
ment, comme un sous-groupoide de 71(X,,, e1|2) qui classifie les recouvrements étales
de X, avec des indices de ramification sur u=1 divisant 2.

On va a présent commencer la démonstration du théoréme 5.1/ et démontrer les
relations (GFy), (GF1) puis (HFo).

5.3.1. Démonstration de (GFp). On commence par transformer par ¢ les rela-
tions :

o\r = gd(xa ) !
_ ho(z,y) " 'rq siA,= 1 mod6
olre) = { ho(z,y) ~1r(%) si \g=—1 mod6

27 , 1)\?

On doit donc étudier, en vue des effets de I'action galoisienne, les relations :

o(01) =500 o (3) )15 T0-
t

ou les scalaires devant les points tangentiels doivent étre compris de la facon suivante.

Remarque 5.10. k01, est un point tangentiel de X, valués dans l'espace des séries

de Puiseur Q{{rs}}.

Posons d1, 2 les chemins canoniques, le long de l'axe des réels, de la maniére
suivante :
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On a donc :
a(re) = g(we, ye)~ 17"t
o(ps) = (xé, Ys) " 'ps
o(01) = 292(0) 3p3(o)
(

b9) = ( $)” 2p2(0)—ps(o)

g

Les deux premiéres relations sont évidentes d’aprés 1’explication ci-dessus. Pour la

s . 4
troisiéme relation, on remarque que lorsqu’on prends a = Ssona:

zpa(o)( (at)?) = gqngPa@)wm

a%gpa(a)t%
o(d) = SxPa(7)
2im
ouon anoté (=e n . Ainsi,

() ol

Ensuite, on compose ces quatre relations suivant le diagramme commutatif suivant :

01
1
Ceci nous donne la relation suivante dans ﬁl(Xs, €1]2, ecol3, (ﬁé) :

07 g (B(xe), ()01 = yy 2275 fo (g, yg)ary 2008 (5.6)

On remarque maintenant que :

o1

A5, — 2 5
7 S

—

s> 10

O

S

176
1

ﬁl(Xsa 61|2a eoo|3; 0—1)5) = <-Tsa Ysy Zs 3 LslYsZs = ys —zs = 1>

On peut donc décrire ¢ par :

Or, on a une suite exacte de groupes profinis :

1— (%) — B3 71 X5, e1]2, eol3, 015) — 1

N
T — T
T2 ysxsy;1
nN=mTT2T1 —— Ys
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ot la derniére fleche By — T1( X5, e1]2, e|3, (ﬁs) est une surjection, on peut

donc tirer en arriere®2 la relation 5.6. Ainsi, il existe une constante ¢ € Z telle que :
ga_(7'127 7‘22) = 77267772/)2(0')*/)3(0) fo’(Th 77)*2P2(0')+3P3(0)

Or, en appliquant ’lhomomorphisme d’abélianisation :

By — 7Z=(1) (5.7)

T1,T2 1

on a :
774p2(0') _ 772(:
¢ = 2p3(0)
Ainsi,
90(7127722) = 774/&2(0)7772/&2(0)*ps(d)fg(ﬁ’n)*2p2(0)+3ps(0)
= 77292(0)—/33(0)}00(71’ n)—2p2(0)+3ps(0)
C’est a dire

g(rt,78) = nPr@) =@ f (7 ) =2e2(0)+3pa(e)

Ceci permet de conclure.

Passons maintenant a la démonstration de (GF;).

5.3.2. Démonstration de (GF1). On commence par transformer par v les rela-
tions déja mentionnées, le développement de Taylor en t =0 et ¢ :% nous donne le
terme principal est :

1 2
vt 02

On doit donc étudier, en vue des effets de 'action galoisienne, les relations :

$(010) =107, w((%) )iﬁ
t

Posons 61, d2 les chemins canoniques, c’est-a-dire le long de l'axe des réels,

%0—1)u N 01, et ému 2, 10, - On a donc le systéeme suivant :

re) = g(@t, ye) "y
pU) = f(-Tu, yu)_lpu
— 51$P2(0)*2P3(0)

)
52) = 63(0) ~#2() ~205(0)

5.2. Pull-back en anglais.
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ol Ty, Yy sont des lacets standards autour des points fixés u =0, 1 respectivement. En
particulier, on a y2=1. Ensuite on compose ces quatre relations suivant le diagramme
commutatif suivant :

— 01 —

ly — 01,

0
o(re) l Du
02

1=
4

DO s

10y ———— 10,

Ceci nous donne la relation suivante dans m1(X,, e1]2) :

5 g0 ((@0), YY) = fola, yu) 22>

Considérons maintenant ﬁl(Xt, (ﬁt) et ﬁl(Xu, e1]2, (ﬁu) comme étant des sous-

groupoides de ﬁl(XS,el|2,eoo|3, (ﬁﬁ) Ainsi, comme :

{ T (21)81 = 24

57 ()01 = yutuyy !
alors on a :

07 9o (W(@e), ()0 = fol@u, yu)zs* "
ga(zu; yu:cuygl) = fa(xuv yu)zz’”(a)- (5~8)
Or, on a une suite exacte de groupes profinis :
11— (n?) —>Bg — ﬁl(Xu,61|2, OTu) — 1,

T12 — Ty

N=T1T2T1 —— Yu

ott la derniére flecche By — T1( Xu, €1/2, 0_1)u) est une surjection, on peut donc tirer
en arriére la relation 5.8. Plus précisément, le tiré en arriére de ﬁl(Xu, e1]2, 01 u) dans
Bj3 correspond au sous-groupe A% = (72, n; n?rf =1£n?). Ainsi, il existe c € 7 tel que :

9o(12,73) = WPfolr, )"
Or, en appliquant ’homomorphisme d’abélianisation donnée par (5.7), on a :
1 = 772077*2132(0)*93(0)
c =20
donc,
9ot 8) = folrt ).

Ceci permet de conclure.
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Passons maintenant a la démonstration de (HFy).

5.3.3. Démonstration de (HF(). Supposons tout d’abord que o € Gg(,). On a :
27 *(t—1)
4 (2—t+1)3

1 4(t2—t+1)3
1—s (t+1)2(t—2)2(2t—1)2

5= (1) =

On commence par transformer par ¢, défini auparavant, les relations déja mention-
nées, le développement de Taylor en ¢ — p nous donne le terme principal suivant :

T ~ —V 3(t—p).
Comme les indices de ramification sur s =1 sont restreints a ceux divisant 3, alors le
coefficient principal n’a de sens que si on le considére modulo Q(y/—3)*3. Comme

Q{{ﬁ}} définit le point base tangentiel 00 , alors on peut écrire de la méme

maniére qu’on I’a fait auparavant :

9 — 1—
(b(pt)—moooswzooos

. 4 —
14)===014
¢(0 t) 270 )
Posons 61, d2 les chemins canoniques, c’est-a-dire le long de l'axe des réels,
%0—1) L 01, ému 2 10, - On a donc les systémes suivants :
_ 1 _ _ _ _
o(re) =g(ze ye) i o (“0ps) = fo(P0zy, “Oys) =1 (“py)
o(ps) = f(xs,ys) " "ps . -1 5o
0(51)261:132’)2(0) 3pa(a) ¢ ole; ) =es'z, 2 (5.9)
0(62) = 65(Pa,) ~2r2(0) = p3(0) o(rq)=h (mt,yt) Teqt

On doit maintenant différencier les deux cas o(v/—3)=+v—3 et o(v/—3) =—v/—3.

Cas o(v/—3) = /-3 : On compose ces sept relations de (5.9) suivant le dia-
gramme commutatif suivant :

On a, d’aprés léquation &7 '¢(riq)do = e,(“Pp,) , le résultat suivant dans
ﬁl(Xs,€1|2,€OO|3, OTS)Z
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Ao—1
_ —9p5(0 —2p2(0)+3p3(0) —=Z5—
0 o (B(xe), o(y))01 = 2,202 folws, z)aey 2 (5.10)

olt zs := (z5y,) "L Or, on a une suite exacte de groupes profinis :
11— <772> — B3 — 7?1()(5; 61|2, eoo|3; (ﬁs) — 17

et on peut tirer en arriére la relation 5.10. Ainsi, il existe une constante c € 7 telle que :
Ao—1

—9palo 3ps(0)—2p2(0)—
ho(12,78) = (m)* 2@ fo ()

Or, en appliquant ’homomorphisme d’abélianisation donnée par (5.7), on a :

3c — 3p2(0)+w_
Donc on trouve (HFy) dans le cas o(v/—3)=+v—3 :
(A=1-6p3) 3ps—2py_ A1)
Wetmd) = me)” T fmnmn 2
Cas o(v/—3)=—v/—3. D’aprés I’équation:

51 0(rg)ds = e4(“"py)

on a d’une part :
ou(es(*ps)) = U((QOEQI)(feps))
,—1
= (Qeggl)xs 2 (QHPS)fU(QQCSaQQS)
Ao—1

s 2 Es(weps)fa(“jiﬁs,wys),

et d’autre part :

ou(67  d(reg)da) = (07 o(r4(%qr))d2)
— 2B s (b(0), () T D (re(0gs))Ba(PPa ) ~2P2()
= 2 2P (d(e), o(ye) s e (PPps)da(P0m,) TR0,

On remarque que f,= f,, et hy, = hy, donc si on réécrit ov comme o, alors I’élément o
appartient Gq et n’est pas dans G'q(,). Ainsi on obtient dans ﬁl(XS, €1)2,e]3, 01 S) :

Ao—1
_ —2p2(0)+3p3(c)—
57 o San), ()0 = ;120 fo (g 2, T T (5.11)

ol zs := (zsys) "' Avant de tirer en arriére, on remarque que \(o) = —\,, lorsque
p2(0) = pa(ot) et ps(o) = ps(ot). Ainsi par :

1—><772>—>B3 — 7?1()(5;61|27€0o|3;(ﬁs)—>17

on obtient qu’il existe une constante c € 7 telle que :

2 2 ~1 3c—2p(0) 3’33(0)_2’32(‘7)_&2_1
ho(Ti,73) = T (Ti72) P29) fo (11, T1T2) Ty
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Or, en appliquant ’homomorphisme d’abélianisation donnée par (5.7), on a :

3 — 3p2(0)+(/\g+176p3(0))

4
Donc on trouve (HFy) dans le cas o(v/—3)=—+v/—3 :
L (A+1-6pg) 3p35—2py— AT
Wittd) = ()™ T funa)n 2

Ce qui conclut la preuve de (HF).

Proposition 5.11. On a les équivalences de équations :
1. 2.
()<= (GF1) et (I")<= (HF,).

Démonstration. Les conditions suffisantes ont été prouvées dans les démonstrations
des corollaires 5.2 et 5.4. Prouvons les conditions nécéssaires, faisons-le par exemple
pour 1’équivalence 1. :

Si (A, f) € Z" x IF5 satisfont (I'), alors on a dans Bs la relation :

o)\~ 1! o)\ 1
9o (T8 7) (Lo 2 ) ) T = o) (folrd )

On peut remarquer que chaque coté de cette équation est défini dans la partie pure
de B3, notée Py=(r{,73,n?), dont le centre est donné par (n2). On pose 6 € Aut(B3)
qui échange 7 et 9. Alors la relation :

o)\ 1 )\ 1
9o (2 7)(SalrR ™) = go(B ) (folrh )y

—1
montre que g, (7%, 7'22)(]‘0(712, 77)7{1’)2(0)) est fixé par . On considére maintenant la
surjection :

P 3 — IAFz
2

T — X

TS oy

dont le noyau est (n?) qui est le centre de Ps. Ainsi, automorphisme de 5 induit
par 6 échange x et y, son sous-groupe fixe est donc trivial®-3. Donc :

-1
9o, 73) (falr, mr ™) (),
d’ou :
9(7_1277_22) = f(7_127 n)TfPZ :

Ceci permet de conclure. O

5.3. D’aprés un résultat de Serre dans [Ser94].
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6. CONCLUSIONS

T
On a ainsi caractérisé Gq en étudiant son image dans GT, et celle-ci nous livre
donc 5 équations :

fat73) = 75 P f (s m) T F (e, ) (6.1)
_gps_(kfl) (A—1) _ ps_(/\fl)

[, m3) = n 2 frd,mm) N mm) 2 f(rf,mm)n 2 (6.2)
z p(k)~1k si A=+1 modb5

) = _ _ 6.3

flanz, @20) {p(k)_1$34$511x45x121k: si A=42 modb5 (63)

f(m,mm) = (T1T2>_p2f(7'12,T17'2)7'12p2 (6.4)

flrm) = =202 f (o, )y P2 20 (6.5)

et on déduit les deux premiers axiomes dans la définitions de la version profinie du
groupe de Grothendieck-Teichmiiller & partir de 5.2 et 6.2.

Remarque 6.1. Dans ce mémoire on n’a pas étudié I’équation 6.3 qui est satisfaite
dans B451. On doit pour cela étudier la compactification stable Mg, 5. On peut établir
ce résultat qui demande une quantité plus importante de travail a partir de [LS97] et
de [Tha94].
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6.1. C’est a dire dans le deuxiéme « étage » dans la définition de GT.
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