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Resumen Del Trabajo

En este trabajo estudiamos Ecuaciones Diferenciales Parciales definidas en un
dominio que se mueve con relacion al tiempo siguiendo el flujo de una ecuacién
diferencial ordinaria prefijada, a partir de un dominio inicial dado. Empezamos
encontrando la formulacién de un tipo especial de ecuaciones en derivadas par-
ciales conocidas como ecuaciones de balance. Para este tipo de ecuaciones encon-
tramos las ecuaciones en derivadas parciales equivalentes en el dominio inicial y
posteriormente estudiamos los casos particulares de ecuaciones sin difusién y con
difusion. También analizamos ecuaciones generales de segundo orden que no son
necesariamente de balance. Las ecuaciones sin difusion las estudiamos utilizando
el método de las caracteristicas. También probamos que las ecuaciones con difu-
sién, dotadas de condiciones de contorno de Dirichlet y condicién inicial estan
bien planteadas en el dominio que se mueve con el tiempo. Para ello probamos
que la parte principal de la ecuacion equivalente en el dominio inicial es unifor-
memente eliptica.

Luego demostramos una version del principio del Méximo débil para una ecua-
cién en un dominio variable con relacién al tiempo.

Por ultimo realizamos estimaciones de energia en el dominio que depende del
tiempo y con esto damos condiciones suficientes para que la solucion tienda a ce-
ro cuando el tiempo tiende al infinito.

Summary

In this work we study Partial Differrential Equations defined in a domain that mo-
ves in time according to the flow of a given ordinary differential equation, starting
out of a given initial domain. We first derive a formulation for a particular casa of
partial differential equations known as balnace equations. For this kind of equa-
tions we find the equivalent partial differential equations in the initial domain and
later we study some particular cases with and without diffusion. We also analyze
general second order differential equations, not necessarily of balance type. The
equations without diffusion are solved using the characteristics method. We also
prove that the diffusion equations, endowed with Dirichlet boundary conditions
and initial data, are well posed in the moving domain. For this we show that the
principal part of the equivalent equation in the initial domain is uniformly elliptic.
We then prove a version of the weal maximum principle for an equation in a mo-



ving domain.
Finally we perform suitable energy estimates in the moving domain and give suf-
ficient conditions for the solution to converge to zero as time goes to infinity
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1. INTRODUCION

En este trabajo estudiamos Ecuaciones Diferenciales Parciales definidas en un
dominio que se mueve con relacién al tiempo siguiendo el flujo de una ecuacién
diferencial ordinaria prefijada, a partir de un dominio inicial dado. Empezamos
encontrando la formulacién de un tipo especial de ecuaciones en derivadas par-
ciales conocidas como ecuaciones de balance. Para este tipo de ecuaciones encon-
tramos las ecuaciones en derivadas parciales equivalentes en el dominio inicial y
posteriormente estudiamos los casos particulares de ecuaciones sin difusién y con
difusién. También analizamos ecuaciones generales de segundo orden que no son
necesariamente de balance. Las ecuaciones sin difusion las estudiamos utilizando
el método de las caracteristicas. También probamos que las ecuaciones con difu-
sion, dotadas de condiciones de contorno de Dirichlet y condicién inicial estan
bien planteadas en el dominio que se mueve con el tiempo. Para ello probamos
que la parte principal de la ecuacién equivalente en el dominio inicial es unifor-
memente eliptica.

Luego demostramos una version del principio del Maximo débil para una ecua-
cién en un dominio variable con relacion al tiempo.

Por dltimo realizamos estimaciones de energia en el dominio que depende del
tiempo y con esto damos condiciones suficientes para que la solucién tienda a ce-
ro cuando el tiempo tiende al infinito.

Para empezar partimos recordando las ecuaciones de balance para un dominio
o que en el caso general seria

oT >
E(Lt) + div(J(z,t)) = f(z,t)

-

donde f(x,t) es una funcidn suficientemente regular y .J(z,t) es un campo vec-
torial en /R" definido en OS2 (frontera). Para establecer un problema bien defindo
consideramos condiciones iniciales y condiciones de Dirichlet Homogénea, por
tanto la ecuacion de balance se transforma en

-

%—f(@t) + div(J(x,t)) = f(x,t)

T(I,t) =0zx¢€ 890 Vi T(l’,O) = TQ(ZL’) T e QQ.



Después damos algunas ejemplos de campos vectoriales J.
Apartir de aqui consideramos el flujo ¢(¢) de la ecuacién diferencial

Y(tx) = V(Y (t2))
Y(0;2) ==z

donde V es un campo vectorial conocido, suficientemente regular. Observemos
que ¢(t) es un difeomorfismo de IR".
Se puede definir lo siguiente, si W, es subconjunto de {2

W(t) = ¢(t)(Wo)  OW (t) = &(t)(0Ws).

Haremos una deduccion bajo las hipétesis anteriores de las Ecuaciones de Balance
en un dominio que varia con el tiempo (€2(¢)).
Teniendo en cuenta que no se cumple la siguiente igualdad

0

0
5 T(y,t) dy:/ —T(y,t) dy.
W (%) w

(t) at

Después demostramos y utilizaremos la La Férmula De Abel- Liouville- Jacobi.
Definimos f para cualquier f de manera tal que tenga sentido lo siguiente

i),
= T(y,t)d
5l (y,t) dy

se puede escribir de forma equivalente como

T — —
/ a—(az,t) | K (x,t)] d:v+/ T(x,t) divV(z,t) |K(x,t)| dx
w, Ot Wo

/W(t) %_f(y’t) dy+ / divy(T(y, 1) . V(y)) dy

W (t)

orT - .
| Swndys [ oV
W (t)

W (t)

donde | K (z,t)| es el determinante de D¢ (t).
Gracias ha esto llegaremos a tener las dos ecuaciones, una en el dominio fijo y



otra en el dominio que depende del tiempo, con una cierta equivalencia.
Las ecuaciones serian con condiciones iniciales y de Dirichlet Homogéneas

=

9y, 1) + divy(T(y,t) . V(y)) = fy,t) — divy(J) y € Q1)

T(y,t) =0 yeoQt) vVt T(y,0)=To(y) ye€Q

— =

ST (x,t) + T(z,t) div(V)(z,t) = f(z,t) — divy(J)(z,t) = € Q

T(J],t) =0zx¢€ 890 Vit T(ZE,O) = To(l') S Qg

respectivamente.
Después daremos casos de J(y,t) en €2(t) y su equivalencia en 2. Los dos prin-
cipales casos son :

= Ecuacion de Balance en Dominios que Varian Dependiendo del Tiempo Sin
Difusién y con Flujo

= Ecuaciones de Balance en Dominios que Varian Dependiendo del Tiempo
con Difusion

En el primero consideramos.

—

J(y,t) =aly, )T (y,t) ye Qi)

donde @ es un campo escalar de clase C*(IR" x IR, IR).
Para encontrar las dos ecuaciones equivalentes en (t) y {2y respectivamente, es
necesario definir ¢)(¢) como

Y(t): CHIR", IR") — Qo C IR"

tal que
Y(t)oo(t) =1 <= 1p(t)=¢ ' (t) = ¢p(—t).
Se tiene que como ¢(t) es un difeomorfismo de clase C'!, también lo es ().
Por tanto las ecuaciones de balance equivalentes quedarian de la siguiente manera

DTy, t) + divy(T(y.t) . V(y)) + V,T(y,1).a(y, t) + divy(a@ly,t))T(y.t) = f(y,t) y € Q1)

T(y,t) =0 y€oQ(t) Vt T(y,0)=To(y) y€Q



I (1, 8) + T(x, )C(x,t) + V. T(w, O)b(w, 1) = flw, 1) x € Q

T(I,t) =0z¢€ 890 Vit T(x,O) = To(ZL‘) x e QO
donde

=y S

C(z,t) = divy(V)(x,t) + div,(a@)(x, t)

b(x,t) = Dy(t)y . a(y,t)
Luego buscamos una solucién para la ecuacion de balance en €, utilizaremos el
método de las caracteristicas en un dominio fijo, teniendo en cuenta la invarianza
del Dominio €, es decir si , yo = x(tg) € 000

< g([[’(),to),ﬁ(l'o) > <0
que no es mas que una condicién equivalente a una condicion geométrica en €2(¢),
que es la siguiente
si para todo yo € 0€2(t), se tiene que

< d(yo, o), 10(yo) >< 0

donde 719(yo) es el vector normal unitario externo en yo € 0€2(t).
Con esta hipétesis afiadida en §2(¢), se va a tener que La solucién dentro del la
curva caracteristica (X (s))

|

t
(X (1), ) = Ty(ap)e™ fs OO / e SOOI (X (s), 5) ds.
0

Por tanto, se concluird que la ecuacién de balance en () tiene solucion.

El siguiente caso que se tratara es las Ecuaciones de Balance en Dominios que
Varian Dependiendo del Tiempo con Difusion, es decir

-

J(y,t) = —kV,T(y,t) ye Q)

con k£ > ( escalar, entonces las ecuaciones de balance equivalentes, quedarian de
la suguiente forma:

BT (y,t) + VT (y,0).V (y) + Ty, )div(V)(y) — kAT (y,t) = f(y,t) t € Q1)

T(y,t)=0 yeoQt) vi T(y,0)=To(y) y€Q

5



aT(:p t) T (x,t) W(%t) A (i m-ak,i(fﬁ,t) 4 Z (9T(ZE‘ t),si(x,t)> =

donde

i=1

si(z,t) = Z aQwi(wa =Api(t)y  (y = o(t)r)

j=1 ayj

Una observacion que se dara es que la ecuacion en () se puede ver también como
—— = OT (z,t -
) L T, t)div(V) (x, 1) — k (div(B(:c, =D ﬂdi(:ﬁ, t)) = F(z,1)

T(x,t) =0z € 0y Vt T(z,0) =To(z) =€ Q
donde

Lo que seguird es dar una ecuacion general de segundo orden en () y ver su
ecuacion equivalente, bajo las condiciones en que este trabajo se basa.
Consideremos

Ti(y,t) — kAT (y,t) + Z g.j- (¥, 1) . gi(y, 1) +c(y, )T (y,t) = f(t,y) y € Q)

T(y,t)=0ye€aQt) vVt T(y,0)=To(y) y€

6



donde k es un escalar, c(y,t) y para cada i g;(y,t), es lo suficientemente regular
que se necesite para los calculos.
Llegaremos a la ecucién equivalente en €, que es

(

%ﬁtf( ) —k (div(B(:p,t)) _ z”: aT(%ﬂ

i=1

di(x,t)) + VY, T(x,t).h(z, t)+

X

e(z, )T (x,t) = f(z,t) € Q

T(I,t) =0zxe€e 890 \% T(.T,O) = T0($) x € QO

donde
B(z,t) = A(z, )V, T(z,1)
— OU(t)y  Ii(t)y
. = ay;(z,t)
= 9y Iy, )
di(z,t) = s;(x,t) — c;i(x, 1)
si(z,t) = Aybi(t)y Z Bk, éx@
I (1) glx,t) - Yyt ()y
. . ) e
ha(e.t))  \Gt). V0t
donde

gz, t) = (7(@, 1), ... Galw, 1))’

Una observacion que se dard es que la ecuacion en () se puede ver también como
( n Yaml
. 0T (x, t) -
T

e(x, )T (z,t) = f(z,t) =€ Q

\ T(I’,t) =0zx¢€ 8(20 Vit T(ZE,O) = To(ZL‘) S Q()

7



Lo que seguiré es demostrar que tanto la ecuacion general de segundo orden como
la ecuacion con difusion en €2(¢) tienen solucion.

Para ello analizaremos sus ecuaciones equivalentes en §y. Suponiendo que Ty (z) €
L?(£) y puesto que la parte principal de ambas es la misma, ademas de la regu-
laridad de los datos y coeficientes, procederemos a analizar

A=(ar;)] 0<i<n 0<k<n (1)

que es una matriz definida positiva, es decir la coercitividad.

Para demostrarlo, comenzemos observando la natulaleza de A. Despues citamos
los resultados de [[1] y [2] y concluiremos que ambas ecuaciones en {2, como sus
ecuaciones equivalentes en €)(¢) tienen solucién.

Para terminar consideramos

%(m,t) — AT (z,t) + a(x,t) T(x,t) =0
T(x,t) =0z €0y Vi T(z,0) =To(x) x€Q

donde a(z, t) es lo suficientemente regular. Realizaremos el principio de Méximo.
Si

To(z) >0  Ty(z) € L*(Q)

a(t) <a(x,t) Voelly Vi

tenemos que
T(ZL’,t) >0 Vrey Vt

Para ello utilizaremos la definicién de T~ (x,t) = max(0,—-T(x,t)) Vz Vi,
la condicion de contorno Dirichlet homogénea, la férmula de Green y ademds la
hipdtesis sobre a(x, t), para llegar a

d e 2 _ 2
- 17 (., t)HLQ(QO) +20(t) || T (., t)HLQ(QO) <0
integrando con respecto ¢ y usando el Lema de Gronwall tendremos que
177Gt gy < T g €720 2 @
y por hipdtesis, se sabe que

To(l', ) >0 Vxe QQ = TO_(ZIZ') = 0,



lo que implicarad que
T (x,t) =0 Ve eQy Vt>0 = T(x,t)>0 VYreQy Vi>0
Después consideramos
Gr(y,t) = AT(y,t) +aly,t) T(y,t) =0y € Q(t)
T(y,t) =0 ye€oQt) vVt T(y,0)=Toly) y€e

donde a(y, t) es lo suficientemente regular. y realizaremos el principio del Maxi-
mo en €2(t).
Si To(l’) >0y Ty e LQ(Q())

’ a(t) <aly,t) Yy e Qt) Vi.

donde «/(t) es una funcién regular, entonces
T(y,t) =20

Para ello utilizaremos la definicién de T~ (y, t), la condici6én de contorno Dirichlet
Homogénea en §2(¢), la férmula de Green en €2(t) ademas de

orT — -
[ S+ [ TV ds
W (t)

W (¢)

y la hipétesis sobre a(y, t), llegaremos que

T gy + 200 170 gy <O
integrando con respecto a ¢ y utilizando el Lema Gronwall, tenemos que
17O ey < 175 [y €252,
y por hipdtesis, se sabe que
To(y,.) =0 Yy e Qq = 15y =0 en
lo que implica que

T (y,t) =0 yeQit)vt>0 = T(y,t)>0 yeQt) Vt>0



Por tultimo consideramos la misma ecuacién que en el Principio del Méaximo en
o, despues realizaremos la estimacion de energia para ver el decaimiento con
respecto al tiempo de la solucidn.
Si se supone que
2
T()(l’) Z 0 To(l’) €L (Qo>

0<a<a(xt) Yeey Vit

tenemos que

0< / T(x,t)dx < eta/ To(z)dr —— 0
Qo

Qo t—o00

Para ello utilizamos el teorema de la divergencia en (), el Principio de Mdximo
en{)y, adémas

T T
a—(x,t)g()=>—/ a—(x,t)d§2 0,
)

on 0, On
con z € 0y y la hipdtesis sobre a(z, t), llegaremos a
d

— T(:mt)dw—l—oz/ T(x,t)dx <O0.
dt Qo Qo

integrando con respecto ¢, ademds de utilizar Lema Gronwall tendremos que
ITC O ey < 10l €7 =22 0. 3)

y por tanto , la solucién hace un decaimiento exponencial cuando ¢ tiende a oo.

Regresando a la misma ecuacién en (2. Si

Ty(z) € L*()

o > —00<Q0),

donde Cy(£2) es la constante de Poincaré, y por tanto, se tendrd que

0< / T?(z,t)dr < e_Qt(O‘JrCO(QO))/ T3(z)de — 0
Qo

Qo t—o00

Aqui no supondremos que 7'(z,t) > 0 Vz € Q Vt.

10



Después consideraremos la misma ecuacién que en el Principio del Maximo en
Q)(t) y realizaremos la estimacion de energia para ver el decaimiento con respecto
al tiempo de la solucién.
Si se supone que

To(z) >0 To(z) € L*(Q0)

at) <aly,t) Yy e Qt) Vi.

donde «/(t) es una funcién regular tal que

t—o00

1 t
h’minf;/ a(s)ds > ay >0
0

entonces
/ T(y,t)dy < e‘fga(t)ds/ To(x)de —— 0
Q(t)

Qo t—o00

Para ello utilizamos la condicién de contorno Dirichlet Homogénea en )(¢), la
férmula de Green en €)(¢), el Principio de Médximo en (¢) ya que

To(z) >0  Ty(z) € L*()

y ademads de
aT oT
—y,f§0:>—/ —(y,t)ds >0

con y € J0(t) y la hipétesis con respecto a a(y, t), tendremos que

d

LA dy + o) / T(y,t)dy < 0.
dt Q(t)

Q(t)

Integrando con respecto a t y utilizando el lema de Gronwall

/ T(y,t)dy = / T(y,t)dy < e~ Iy "‘(t)ds/ To(z) de — 0.
Q@) Q)

Qo t—o0
ya que por hipoétesis
1 t
liminf—/ a(s)ds > oy >0
t—oo T 0

y por tanto, tendriamos que

1 t
—t(;/ a(s) ds)
e~ Joas)ds _ e 0

11

<e ™ —— 0.
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cont >> 1, se deducifa que , la solucién hace una decaimiento exponencial cuan-
do ¢ tiende a oo.

Regresando a la misma ecuacién en (¢). Si
To(ﬂ?) € L2(Qo)

V(1) = a(t) — Co(2(t))
donde C(€2(t)), es la constante de Poncairé en Q(t) y a(t) es tal que

1 t
liminf;/ y(s)ds > aq >0
0

t—o00

entonces se tendra que

t—o00

0< / T?(y,t) dy < e2f57<8>d8/ T¢(x) de — 0 (4)
Q(t) Q(t)

Aqui no se supondrd que T'(y,t) > 0 Vy € Q(t) Vt.

Estructura del Trabajo

» En la seccion [2.1] se vera las ecuaciones de Ecuaciones de Balance en un
dominio fijo

» Enlaseccion[2.2)se vera las Ecuaciones de Balance en un dominio que varia
con el tiempo y su ecuaciones equivalentes en un dominio fijo .

= En la subseccion [2.3] se vera las Ecuaciones de Balance en un dominio que
varia con el tiempo con condiciones de contorno e iniciales.

= En las secciones se veran ejemplos del campo vectorial .J en
€)(t) y su equivalencia en €.

= En la seccion [5] se vera Ecuaciones Generales de orden dos que dependen
de el tiempo .

» En la seccién[5.1]se vera las soluciones de ecuaciones de orden dos tanto de
Balance como Generales.

12



= En las subsecciones[6.1][6.2]se vera el Principio del Maximo tanto en domi-
nio fijo como en uno que varia con el tiempo.

» En las subsecciones [7.1], [7.2] se vera la Estimacién de Energfa tanto en
dominio fijo como en uno que varia con el tiempo.

13



2. Ecuaciones de Balance

2.1. Ecuaciones de Balance en Dominio Fijo

En este capitulo queremos obtener las Ecuaciones de Balance en Dominios
fijos. En este trabajo cuando se hable de una funcién regular se refiere a que es
diferenciable la veces que sea necesario para los célculos.

Si se habla de Dominio suficientemente regular se refiere que la frontera sea lo su-
ficientemente suave o sea lo suficientemente diferenciable posible para que todos
los teoremas conocidos se cumplan.

Sea €}y C IR"™, un dominio fijo y regular y T(x,t), con x€ )y y t > 0, una fun-
cién que puede representar la densidad de calor, materia o cualquier magnitud en
Q. Para fijar ideas podemos suponer que se trabaja con el calor.

Consideramos W, C {2y una subregion regular. La cantidad de calor en W, viene
dada por

/ T(z,t)dx (5)
Wo
entonces la variacién del calor en W, con respecto al tiempo viene dada por
[ 1 (6)
— x x .
dt Jw, ’

También se sabe que la variacién de una funcién 7'(x, t) regular en un dominio lo
suficientemente regular es

flx,t) dx—/ Jds (7)
Wo oW

donde f(x,t) es una funcién que representa la tasa de produccién o consumo de
la funcion T'(x, t) en Wy y OWj es la superficie envolvente de W, (frontera), Jes
un campo vectorial en [R", que mide el flujo del calor que cruza en la superficie
envolvente (frontera) de Wj.

Ahora por lo visto en (/) , se tiene

— | T(z,t)dx = f(:)s,t)dx—/ Jds (8)
dt Jw, Wo W

14



Proposicion 2.1. Bajo las hipotesis anteriores se tiene que

%—f(:c,t) +div(J(x,1)) = f(z,t) VYo €Q, V>0 )

Demostracion. Partiendo de

d —
— T(x,t)dx = f(z,t)dx — / Jds
dt Wo Wo oWy

Ahora como estamos en W, un dominio suficientemente regular, fijo que no de-
pende del tiempo, tenemos la siguiente identidad

d
— T(x,t)dx = 2T(:I:, t)dx
dt Jyy, wo O
se tiene
0 =
—T(x,t)der = f(z,t)de — J ds
Wo at Wo oWy

Utilizando el Teorema de la divergencia

=

0 .
/WO aT(x,t) dx = . f(x,t)dx—/w0 div(J) dx

0= /WO (%T(m,t) + div(J) — f(x,t)) dx

Ahora como W, es una subregion arbitraria de €2 se tiene que

%T(x,t) + div(J(z, 1)) = f(z,t) VYo eQy VEt>0
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Para establecer que (9) este bien definida, hace falta ponerle condiciones de
contorno y una codicion inicial.
Por condiciones de contorno se puede hablar de condiciones de Dirichlet, Neuman
y Robin. En este trabajo supondremos condicion Homogénea Dirichlet.
Por tanto (9) con condicioft Homogénea Dirichlet y con condicién inicial se trans-
forma en

(@, t) + div(J(w, 1)) = f(,1)
(10)
T(l‘,t) =0z¢€ 890 \% T(ZE, O) = TQ([E) x € QO

donde Ty (z) es una funcion lo suficientemente regular.

Para culminar podemos citar ejemplos de flujos en un dominio fijo, para observar
como quedarian las ecuaciones de balance con condiciones de contorno y condi-
ciones iniciales

Veamos el caso mds facil. Consideremos div(.J(z,t)) = 0 por tanto la ecuacién
de balance quedaria de la forma

%—{(l’at) = f(l’,]f)

T(ZE,t) =0z¢€ 890 Vit T(JZ,O) = To(l') x € Qo.

(1)

-

Si consideramos J(z, t)=d(x,t)T(x,t), donde @(z,t) es campo vectorial conoci-
do y suficientemente regular , entonces la ecuacién de balance se transforma en

%—f(x, t) + VT (x,t).d(x,t) + T(x, t)div(d(x,t)) = f(x,t)
(12)
T(x,t)=0x € 00y Vt T(xz,0) =To(x) x € Q.

-

Y por tltimo, si consideramos la ley de Fourier, J(z,t)= —kVT(x,t), se tiene
que

16



O (1,1) — kAT (x,t) = f(a,1)

(13)
T(x,t)=0x € 0Qy Vt T(xz,0) =To(x) x € Q.

Estas son ecuaciones cldsicas, y por tanto existe mucha teoria de ellas asi que
no seran analizadas aqui.

2.2. Ecuaciones de Balance en Dominios que varian dependien-
do del tiempo

En lo anterior se vi6 la ecuacién de balance en dominio fijo suficientemente
regular que no dependende del tiempo.
Ahora, en esta parte del trabajo suponemos que cada = € (), en tiempo 0 , se
mueve siguiendo una funcién Y (¢; x) en el instante t.

Y(.;2): IR — IR"
t — Y (t;z).

Suponemos que esta funcién cumple el siguiente sistema de EDO auténomo

Y(tiz) = V(Y(tx))
(14)
Y(0;2)=x

donde

V. IR — IR"

n %(yhayn)

Y2 VYQ(ybayn)
—

Yn Vn(ylaayn)

17



En el presente trabajo se supone que V es un campo vectorial conocido, sufi-
cientemente regular, ademas que V no depende del tiempo o sea que el sistema
de EDO es auténomo, para simplificar un poco los cdlculos y utilizar teoremas ya
existentes.

Este sistema se supone definido Vit € IR

Con las soluciones de (14)), definimos

o(t): Qo C IR" — C'(IR", IR™)
x— ¢(t)(z) =Y (t;2)

que es el semigrupo asociado a (T4).
Aqui recordaremos la definicién de un semigrupo asociado a un sistema auténomo

Definicion 2.2. Se dice que {¢(t) }1cr, conjunto de funciones tal que
Vte IR ¢(t) € CHIR", IR") es semigrupo asociado a un sistema auténomo, si

1L (0 =1
2. o(t+s)=¢(t)od(s) Vt,s€ IR
En particular ¢(t) o p(—t) =1
3. Paraun z € IR", fijo se tiene que ¢(.)z € C'(IR, IR™)
Por la regularidad de 17, tenemos que
o(t) : R" — IR"

z — ¢(t)z

es un difeomorfismo, por tanto, si se mueve {2 hasta el instante t se tiene

Q) = ()% teR (15)
O0(t) = ¢(t) 0.

18



Ahora si movemos una subregion W regular de (2, , tenemos que
Wi(t)=o(t)Wy telR (16)
oW (t) = ¢(t)0OWs

Lema 2.3. Bajo las hipdtesis anteriores, tomando xo € 0)y entonces ¢(t)ry €
Q(t). Ademds
De(t)(wo)

es un isomorfismo en IR"™ que transforma el hiperplano tangente en ro € 0,
notado T.,,0€) en el hiperplano tangente a OS)t) en ¢(t)xo Tp1)2,052(t)

Demostracion. Notese que si z(s) es una curva en 0€) con z(0) = z,, entonces
2'(0) = vp es un vector tangente (y reciprocamente).
Entonces w(s) = ¢(t)(z(s)) es una curva en 9§2(t), con w(0) = yo y

w'(0) = Do(t)(zo)vo

es un vector tangente en 0§)(¢) . ®

Apartir de aqui introducimos una notacién que sera muy Util en nuestro trabajo

Definicion 2.4. Sea f una funcion definida en
f:Q) x{t} — R
(y, 1) — f(y, 1)
entonces f es una funcion definida en

?IQQ x IR" — IR
(1) — f(,t)

tal que
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Observacion 2.5. Incluso si f = f(y) y € Q(t), f(z,t) depende de t ya que

f(,t) = f(o(t)z) (17)

Antes de seguir vamos a dar una proposicién que nos ayudara para los célculos
posteriores

Proposicion 2.6. Con las hipotesis anteriores si

2=Yi(tw) - Z= Yt )
|K(2,1)] = det(Do(t)z) = : :
2 Yi(txn) - =Yt )
D¢(t)= Diferencial de ¢(t)
y
ovi(z) .. Vi(?)
. 0q1 Oqn
DV (z) = : : z e IR"
OV (z) . OV (z)
8(]1 8Qn

la diferencial de 1%

entonces se tiene la La Formula De Abel- Liouville- Jacobi

% K (2,t)| = tr DV (¢(t)z) |K (z,1)| = divV (2, t) | K (2, )] (18)

y por tanto B
1K (z,)] = elo 0V (@) @) ds, (19)

En particular sit € [0, T|, 3 C(T),Co(T) tal que

0 < C\(T) < |K(2,8)] < Co(T) Va € Qt) Vt e [0,T]. (20)
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Aqui se tiene presente la observacion || para darse cuenta que div(V)(z, 1),
depende del tiempo, si bien V' no.

Demostracion. Partimos de

0o(t)x

o = V(o).

Ahora por hipétesis sabemos que el campo vectorial V es regular, entonces los
Teoremas de diferenciabilidad de Peano, dicen que la solucién ¢(¢)z es regular
en todas sus variables. Entonces es posible derivar con relacion a cada componen-
te de x y se puede cambiar el orden de derivacidn, por tanto se tiene

2 () 2 (48) - 2eveana

Ahora entonces para j= 1,...,n tenemos que

e - Y- (ZAE0D) (20

k=1 g

0(t)x
8@-

donde ¢;, son indices de derivacion y (
0o (t)x
8:61- ’

Ahora si llamamos

) , €s la componente k-ésima de
k

0p(t
8@'
y se tiene el siguiente sistema lineal
21 <1
Zo Wi(o)z) . Vi(é(t)z) 29
oq1 Oqn
Nald)) . OVa(d()a)
8(]1 aqn
ZTL Zn
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op(t
donde paracada j, z;esladerivadaconrespectoael tiempoy z;= (%) :
x .
' J
Poniendo de forma mas simplificada, se tendria que
Zi(t) = A(t) Zi(t)
21

donde A(t) = DV (¢(t)z), es la matriz anterior y e; es el elemento i-ésimo de la
base candnica.

Para la primera demostracion de (18)) utilizaremos el hecho de que para cada, Z;
es la columna i-ésima de D¢(t)z y por tanto podemos usar la siguiente notacion

donde para cada i, Z;(t), cumple el sistema (21)).
Aqui vamos a usar el siguiente Lema

Lema 2.7. Sea M (t) = [C4(1), ..., Cy(t)] una matriz, donde para cada i, C;(t),
representa la columna i-ésima de la matriz M (t), y Det(M(t)), representa el
determinante de la matriz M (t), entonces se tiene

%Det(M(t)) = Det([Co(t), Ca(t), .., Co(E)]) et Det([C1(2), oy Cil2), ooy Con(2)])

Ahora por el lema anterior se tiene

%Det(ng(t)x) = Det([Z1(t), Zo(t), ..., Zn(O)])+..4+Det([Z1(1), ..., Zi(1), ..., Zn(t)])

Ahora usando (21]), tenemos
d
dt
(%) = tr(A(t)).Det(Dep(t)x)
Aqui es preciso observar que

n

trA(t) = trDV (¢ Z W& 8

i—1 qi

Z 8% = divV (z, t)

22
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y por tanto

%Det(ng(t)x) — divV (z,t) Det(Do(t)z)

lo que demuestra (I8).

Integrando con respecto a t y tomando to = 0y como ¢(0) = I. Se tie-
ne

Det(Dé(t)z) = Det(I)efOt divV (9(s)(@)) ds _ [y divV((s)(2)) ds
lo que demuestra |

Observacion 2.8. Una consecuencia es si Wy C Qg con W (t) = ¢(t)W, se
tiene que, el voliimen de W (t) es

Wol= [ vdy= [ |g@oldo= [ eareeee g,
W (t) Wo

Wo
Aqui podemos dar casos particulares del campo vectorial 1%
Suponemos que t > 0

(a) Si div(V) = 0 entonces
(W) =|Wo| VWoCQy VtelR

Por tanto el flujo no altera la medida de los subconjuntos de €.

(b) Si div(\?) = dy, donde dy es constante, se tiene que
(W (t)| = [Wo| e™

por tanto si se tiene que, dy > 0, el flujo aumenta el voliimen de los subconjuntos
de )y, se dice que el flujo es expansivo.

Si dy < 0, el flujo disminuye el voliimen de los subconjuntos de ), se dice que el
flujo es contractivo

(c) Si existe dy tal que

div(V) < —dy < 0 = [W(t)| < |Wy| e %!
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el flujo disminuye el voliimen de los subconjuntos de )y, y por tanto el flujo es
contractivo. Si hacemos tender al infinito a t entonces el voliimen tiende a cero

(d) Si existe d tal que
div(V) > dy >0 = [W(t)| > [W,| e

el flujo aumenta el voliimen de los subconjuntos de )y, y por tanto el flujo es ex-
pansivo. Si hacemos tender al infinito a t entonces el voliimen tiende a infinito
Si t < 0 entonces los casos son al contrario.

Si V(z) = Az una dilatacion, con X € IR . Se tiene

div(V) =" Agif = A =dy
i=1 v

donde se puede hacer el mismo andlisis anterior para dy = n.\

Si V() = Mz , donde M es una matriz. Se tiene que

—

div(V) = tr(M) =y = dy
i=1
donde, para cada i, p; son los autovalores de M. Se realiza el andlisis anterior

para’y ., ji; = dy.

Definicion 2.9. Sea 1(t) una matriz, se dice que es una matriz fundamental del
sistema
X'(t) = A() X (1) (22)

si cada i-ésima columna de 1)(t) es solucién de y n(t) es no singular

Observacién 2.10. Si cada columna de una matriz m(t) verifica entonces

y reciprocamente

Lema 2.11. Sea 1(t) una matriz fundamental de (22), entonces
y(t) = (7)) = (@)
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es un matriz fundamental del sistema

Y'(t) = —-A"(t)Y (t)
donde * denota la adjunta
Demostracion. Partimos de

ntt)on(t) =1 llamando €(t)=n(t) esno singular
derivando con respecto a ¢ se tiene que
e(t)n(t) + e(t)n'(t) =0
como 7)(t) es una matriz fundamental de (22)), tenemos
(€'(t) + e()A(t) n(t) =0
como 7)(t) es no singular tenemos
€t)+e(t)Alt) =0 < €(t)=—€(t)A(t)

tomando la adunta (x), tenemos

V() = —A*(t)(t)

y (t) no singular m

Observacion 2.12. Una consecuencia de la proposicion IZE] es que Do(t) es una
matriz fundamental de (21)),

y por tanto se tiene
Dy*(t) = (D¢~ (1)) = (De"(t)) ™
es una matriz fundamental de
Z(t) = —A*(t) Z(t) (23)
donde A(t) = DV (¢(t)z), lo que implica
Dyp(t) = —A"(t) Dy (t). (24)

Tenemos el siguiente corolario
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Corolario 2.13. Supongamos que xo € 0y y yo = ¢(t)x, yo € ISU(t) entonces
si 71(xo) es un vector normal externo unitario de §)y en x entonces

N(yo) = (Db(t)0)")ii(z0)

es un vector normal (no necesariamente unitario) de yo, es decir ((D(t))*xo) ™!
es un isomorfismo lineal en IR™ que transforma el espacio normal en xy € 0€)
denotado N, en el espacio normal de Q)(t) en yo € 0 t) denotado N,

Demostracion. Partimos del Lemma se tiene que un vector normal en yy =
o(t)(zo) € 0t) , 71, debe satisfacer

<7, DP(t)xoT >=0 V7T € T,,0
que es lo mismo que
< (Do(t)xo)* n, T >=0 V7 € T,,0.
Por tanto podemos tomar 77 tal que
((Do(t)a0)*) 7T = 7o)
despejando 77, tenemos

il = (D (t)zo)") "i(x0) = N(yo)

Por otra parte, sea T'(y, t) una funcién que va
T UtZO Q(t) X {t} — IR

(y,t) — T(y,t)

Sea W (t) = ¢(t)Wy C €(t), una subregion suficientemente regular.

Entonces la cantidad de 7'(y, t) en W (t) es
/ T(y,t)dy.
10
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Se sabe que la variacion con respecto al tiempo de la cantidad de T'(y, t) en W (¢)

€S

i),
= T(y,t)dy.
5 Jo (y,t) dy

El objetivo de esta parte es poner la variacion con respecto al tiempo de la canti-

dad de T'(y,t) en W (t) en términos de T'(x, ) definido en Wj.

Observacion 2.14. Como W (t) depende del tiempo, no tenemos la siguiente

igualdad

(9/ 0
— T(y,t dy:/ —T(y,t)dy.
i f, T 0= [ ST

Proposicion 2.15. Bajo las hipotésis anteriores se tiene que

0

— T(y,t)dy

se puede escribir de forma equivalente como

aa—T(:c,t) K (2,1)) da +/ T ) divV (2,1) | K (2, )] dz
Wo i Wo

aT ‘ )
[ Srendys [ dinT.0). V) dy
W(t) W (1)

oT = -
| Sendys [ 1oV ds
W(t) oW (¢)

Demostracién. En primer lugar vamos a demostrar la igualdad (23).
Partimos de

szﬁwT@w@

27
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y utilizando el siguiente cambio de variable
y=0o(t)r = Oy=|K(zt) 0z (28)

se tiene que
I(t) = /W T(p(t)z,t) |K(x,t)| d.

Derivando con respecto al tiempo. Se tiene que

Sw=2 ( /| T [K 1) dx) -/ 2 (1) |K(x.0) =

/W (Z g;;(¢(t)x,t) . 5%&@) |K (z,1)] dx—i—/w (%—?(qﬁ(t)x,t)) |K (z,t)| do +

/WO T(p(t)x,t) (%|K(:c,t)|) de.

Ahora como

a .
&gbZ(x) = ¢i(z) = Vi(o(t)x)

se tiene que

0

i=1

/WO T(¢(t)z, 1) (% |K(x,t)|) da.

Utilizando la notacién introducida en este trabajo, se tiene que

%I(t) —/W< g—i@,t) .Wx,t)) K (2, 1) dx+/wo (a—f(x,t)) K (2, 1)| dz +

i=1

28
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/WOT(x,t) (%|K(x,t)|> i

Utilizando la Proposicién [2.6] se tiene que

%I(t) = /WO (Z Z—Z(x,t) .ﬁ(:c,t)) | K (z,1)] da:+/WO (a—tT(x,t)) |K (z,t)| dz +

i=1 v

/ Tla, O)dio¥ (2, 1) |K (2, )] da
Wo

%I(t) = /Wov_yT(x,t) V(:c,t) |K ()| dx+/w0 (a—f(x,t)) |K(z,t)| do +

/ T(z,t)divV (z,t) | K (2,t)| dz.
Wo

Para continuar necesitamos la siguiente observacién

T(x,t) =T(y,t)

donde
y=o(t)z.
y se tiene que
oT or 0T oT S =
S @t =S ) + ; gy W) Vi) = @)+ VT, 0) . V(e t)

(29)
por tanto

%I(t) —/WO%—tT(x,t)\K(x,t)\ dx +/WO T(x, t)divV (z, 1) | K (z,1)] dz
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lo que prueba (25).

La siguiente igualdad a demostrar es (26)), es decir
0 or . ~ -
G0 = [ G [ din(T.0Ve) s
W(t) w(t)
Se tiene por lo anterior

/W Vi(z,t) | K(z,t)| do

" %ﬂx 1)K (2, 1)] do + /Woﬂm div(V)(x,t) |K(,1)| dv =

/W (ngw(t)x,t).v;w(t)x)) K (2, 1)) da+ /W (%—f@(m,ﬂ) K (28)] do +

iz CYi

/ (T(qb(t)x,t) div(V(qﬁ(t)m)) K (z,1)] da.
Wo

Si hacemos el mismo cambio de variable que en (28)), se tiene que

" oT
/WO <Z 0, (cb(t)x,t)%(szﬁ(t)x)) |K(x,t)] dov = /W( Z a0, (y,1).Vily) dy

| (T ainP o) 1K@ol o= [ 7.0 dioP)dy

W(t)

Por tanto

0 or or o
o' 0= Gwnie [ S5 woueas [ 0 d@ ).




Ahora observamos que

n

/W(t)divy(T(yi)-V(y))dy:/ ZgT(y,t)-vi(y)der/ T(y,t) div(V(y)) dy

w(t) 5= YYi W (t)

y por tanto se tiene

0 oT ) —
o[ rwod= [ Shwndys [ dinmeove)d
ot Jww w Ot W(t)

lo que prueba (26).

La siguiente igualdad a demostrar es (27), es decir
0 or — S
S10= [ Swod [ TV
1140) W (t)
Partimos de la igualdad anterior
0 or . —
o[ rwod= [ Shwndrs [ dinTovm)d
U Jw w) Ot w(t)

y usando el Teorema de la divergencia se tiene que
5[ rwnd= [ Swods [ TwoVe)as
tJw) wi Ot oW (t)

En esta parte obtendremos las Ecuaciones de Balance en dominios que depen-
dan del tiempo.
Como anteriormente, la variacién con respecto al tiempo de la cantidad de T'(y, t)
en W(t), es dada por

0

5% T(y,t) dy:/ fy,t) dy—/ Jds (30)
W (t) W(t) AW (t)

donde f(y,t) es una funcién que representa la tasa de produccién o consumo de
la funcion T'(y, t) en W (t) y OW (t) es la superficie envolvente de W (t) (fronte-
ra), J es un campo vectorial en /R", que mide el flujo del calor que cruza en la
superficie envolvente (frontera) de W (t).
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Regresando a y utilizando el Teorema de la divergencia en W (¢), se tiene
que

0

5% T(y,t)dy = fly,t)dy — / div, J dy (31)
W (t) W (t) W(t)

Hasta aqui es lo que necesitamos para escribir las ecuaciones en derivadas parcia-
les en € y Q(t) equivalentes. Tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 2.16. Bajo las hipdtesis anteriores tenemos la siguientes igualdades
equivalentes

%—Z(y,t) +divy (T(y,t) . V(y)) = f(y.t) — div,(J) y€ Q1) (32)

%T(x, )+ T(x,t) div(V)(x,t) = f(x,t) — divy(J)(x,t) z€Q  (33)

Demostracion. En primer lugar demostraremos (32). Llamando como antes

1(t) = /W T,

utilizamos (26) y y tenemos

9, orT , >
G10= [ Swndys [ din (o). V) dy

2f(?f) = / f(y,t)dy — / div,J dy.
ot W) W)
Igualando (26) y (31) se tiene que

=

aT _ . B o
/W(t) (E(y’ﬁ + dwy(T(y,t)V(y))) dy = /W(t)(f(%t) d yJ) dy.
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Ahora por ser W (t) = ¢(t)(W,) y como ¢(t) es Difeomorfismo de clase C*, se
concluye que esto se cumple para cualquier regién regular de 2(¢), por tanto, se
tiene que

L ot) i, (T, 1) V(9) = Fy,1) — diny () y € ()
lo que demuestra (32).

La siguiente igualdad a demostrar es (33)), es decir

a _ —_— — —_— —

ET(JC’ t)+T(x,t) div(V)(z,t) = f(x,t) — divy(J)(x,t) x € Q.
Ahora, partimos de (31). si hacemos el mismo cambio de variable que en (28) y
con la notacion introducida en este trabajo , tenemos

2[(t) = fla,t)| K (x,t)] do —/ div,(J)(z,t) | K (z,t)] de.  (34)
ot Wo Wo
Regresando a (25)
0

1) = /W Oaa—f(x,tHK(x,tﬂ d + /W T ) dinV a0 K (2, 1)] da

e igualando (23)) y (34), se tiene

/WO %T(:p,mK(x,m dx+/ T(x,t) div(V)(x,t) |K(x,t)| dv =

Wo

=

fla,t) | K (z,t)| do —/ divy(J)(z,t) |K(x,t)| dz.

Wo Wo

Ahora como W, es una region arbitraria en {2 se tiene que

=

(7o) + Twnt) dinlPe0)) 1K o)) = (Flort) = div (o)) 1 o)

Ahora simplificando | K (x,t)

, tenemos

%T(m,t) +T(x,t) div(V)(x,t) = f(z,t) — div,(J)(z,t) =€ Qy.
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Simplificando notaciones tenemos que

—

0= = 7. .5 <+
ET—'— T div(V)(z,t) = f — divy(J)(x,t)

2.3. Condiciones de Contorno Dirichlet Homogéneas y Condi-
ciones Iniciales

Ahora para hablar de existencia y unicidad de soluciones de (32) y (33) reque-
rimos dar condiciones de contorno y condiciones iniciales tanto en la ecuacién en
dominios variable con el tiempo como en la ecuacién en dominios fijo.
Empezaremos por las condiciones de Contorno. En este trabajo se utilzaran condi-
ciones de Dirichlet Homogéneas que abarcan. El caso de condiciones de Neuman
es algo complicado en dominios que dependen del tiempo ya que la normal al
dominio inicial no se conserva por Difeomorfismos, asi que en este trabajo sélo

se hablara de condiciénes de Dirichlet Homogénea. Se tiene la siguiente equiva-
lencia, si

y = o(t)z,

entonces
T(y,t) =0 YyecoQt) & T(rt)=0 YacdQ (35)
ya que ¢(t) es Difeomorfismo de clase C' y por tanto
6(1)(9%) = ).

Ahora, consideramos la condicién inicial, se tiene la siguiente equivalencia

T(x,0)=To(z) Ve eQy < T(y,0)=To(y) Vy e Q (36)

ya que
y=¢0)(z) =z € Q.

Donde 7} es una funcién dada en (), suficientemente regular.
Por tanto las ecuaciones (32) y (33), con condiciones iniciales y de contorno,
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quedarian de la forma

Uy, t) + divy(T(y,t) . V(y)) = fy,t) — divy(J) y € Qt)

(37)
T(y,t) =0 yeca) vt T(y,0)=Toly) ye
ST (x,t) + T(x,t) div(V)(z,t) = f(z,t) — div,(J)(x,t) =€ Q
T(z,t)=0 z €0 Vt T(z,0) =To(z) z€Q
(38)

respectivamente.
Esto sirve para definir la solucién de (37/)), por tanto:

T(y,t) verifica & T(x,t) verifica .

El caso es que para la ecuacion en un dominio que depende del tiempo, no existe
teoremas para asegurar la existencia y unicidad de solucién y por tanto recurrimos
a su ecuacion equivalente en un dominio fijo para saberlo.

3. Ecuaciones de Balance en Dominios que Varian
Dependiendo del Tiempo Sin Difusion

3.1. Ecuacion de Balance en Dominios que Varian Dependien-
do del Tiempo Sin Difusion y Sin Flujo

Ya concluido la equivalencia entre ecuaciones en un dominio variable con el
tiempo y ecuaciones en dominio fijo, empezaremos en esta capitulo a dar algunos
ejemplos de divergencia del flujo en dominios variables con el tiempo y su repre-
sentacion en un dominio fijo que no dependa del tiempo.

Después lo incluiremos en las ecuaciones diferenciales parciales equivalentes que
tengan esa divergencia y veremos si es posible decir que existe solucion.

Comenzaremos con el caso mds basico cuando no existe difusion ni flujo
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Regresemos a las dos ecuaciones equivalentes (37) y (38))

=

Uy, t) + divy(T(y,t) . V() = f(y.t) — divy(J) y € Q(t)

T(y,t) =0 ye€oQt) vt T(y,0) =Toly) y € Q

=

T(x,t) +T(x,t) div(V)(z,t) = fla,t) — divy(J)(z,t) = € Qo

QJlQJ

t

T(IL‘,t) =0zxe€ 890 Vi T(CC,O) = T()(l’) x e QO

—

Proposicién 3.1. Bajo las hipdtesis anteriores, suponiendo que div,(J(y,t)) =0

entonces
DT (y,t) + divy(T(y, 1) . V(y) = f(y,t) y € Q) .
(39)
T(y,t) =0y € 0Q(t) vt T(y,0) =Toly) ye€Q
y
AT (w,t) + T(x,t) div(V)(z,t) = f(x,t) € Q
(40)
T(IL’,t) =0 z € 6Q0 \% T(ZL’,O) = To(l') x € QO

son equivalentes.

Demostracion. Como

-

divy(J(y,t)) = 0

se tiene inmediatamente que

=

divy(J)(z,t) =0

y por tanto las ecuaciones de balance equivalentes (37) y (38)) se transforman en
(39) y (@0) respectivamente. de donde se tiene la equivalencia. m

Ahora mostremos que tiene existe solucion tnica explicita
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Proposicion 3.2. Bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que entonces y (H0)
tienen solucion unica explicita que son

— t —
T(y,t) = To(z) e~ Jo divy(V(6(r)z)) dr | / o I3 divy (V(¢(r)a)) dr Fly, s)ds
0

by t - 4 p—
T(x,t) _ To(SU) e fJ div(V(¢(r)z) dr +/ e fst div(V(¢(r)z) dr f(l’, S) ds
0

respectivamente

Demostracion. Empezaremos por (40), ya que es una EDP en un dominio fijo.
Fijamos x€ (2 , se tiene que (40) es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de
primer orden, es de la forma

Z'(t) + P(t)Z(t) = h(t)

Donde la solucién viene dada por

t
Z(t) = Zy e o PWdr o= Jo POy dr / el P8 p(s) ds =
0

t
Zy e Jo B dr +/ e~ Jo Pr)dr h(s)ds.
0

en nuestro caso la solucion de (40) viene dada por
— t —
T(z,t) = Tylz) e i div(V(¢(r)z) dr +/ o= Ji div(V(g(r)x) dr Fz, s)ds
0

Por tanto se tiene que el sistema (40) tiene una solicién unica explicita, como el
sistema (40) es equivalente al sistema (39) se deduce que también tiene solucién
que es dada por

— t . —
T(y, 1) = Ty(w) e o eV GCINar / o= L diny (VG ar ¢y 6 g
0
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Observacion 3.3. Se puede analizar algunos casos, para saber como se compor-
ta la solucion del sistema (39).

Supogamos que Ty(x) es distinto de cero y que f = 0 entonces la solucion de

viene dada por

T(y, t) = TO(ZE) e~ fot divy(v(¢(r)x)) dr

Aqui podemos regresar a la observacion 2.8y tenemos casos particulares de el

—

campo vectorial div(V'), que son los siguientes.
Suponemos que t > 0

(a) Si div(V) = 0 entonces

Por tanto T permanece constante, sobre las curvas del flujo y = ¢(t)x

() Si div(V) = do, donde dy es constante, se tiene que

T(y,t) = To(x)e ™ y = ¢(t)x

por tanto si se tiene que el flujo es expansivo (dy > 0), T'(y,t) decrece sobre las
curvas del flujo y = ¢(t)z
Si el flujo es contractivo (dy < 0), T(y,t) crece sobre las curvas del flujo

y=¢(t)x
(c) Cuando el flujo es expansivo y ademas existe dy > 0 tal que

div(V) >dy > 0= |T(y,t)| = |To(x)| e~ Jo divy (V(é(r)z)) dr Ty (2)] o—dot 0

- t—oo

(d) Cuando el flujo es contractivo y ademas existe dy > 0 tal que

dz’v(V) < —dy <0=|T(y,t)| = |To(z)| e~ Jo divy(V(g(r)a)) dr > Ty ()] et 50

t—o0

Si t < 0 entonces los casos son al contrario.
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3.2. Ecuacion de Balance en Dominios que Varian Dependien-
do del Tiempo Sin Difusion y con Flujo

El siguiente caso es un poco mas complicado
Regresemos a las dos ecuaciones equivalentes (37) y (38)

9y, 1) + divy(T(y,t) . V(y)) = fy,t) — divy(J) y € Q1)

T(y,t) =0y € oQ(t) Vt T(y,0)=To(y) y€Q

— =

ST (x,t) + T(x,t) div(V)(z,t) = f(z,t) — divy(J)(z,t) =€ Q

T(ZIJ,t) =0ze 890 Vi T((L’,O) = To(l’) T e QQ.

Aqui es necesario definir ¢)(¢) como

Y(t): CH IR, IR") — Qp C IR"
tal que

D) op(t) =1 <= (t)=¢"'(t) = ¢(~).

Se tiene que como ¢() es un difeomorfismo de clase C!, tambien lo es ¥ (t).

Proposicion 3.4. Con las hipdtesis anteriores, suponiendo que

-

J(y,t) =aly, )T (y,t) ye Qt)

con

a:IR"xIR — IR

un campo escalar de clase C', entonces
2T (y,t) + divy(T(y,t) . V(y)) + V, Ty, t).d(y, t) + divy(@(y, ))T(y,t) = f(y,1) y € Q1)

T(y,t) =0 yecot) vt T(y,0)=Toly) yeQ
(41)
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O (1, t) + T(x,t)C(,t) + V. T(z,t)b(z, ) = fz,t) x€Q o
T(x,t)=02€0Q YVt T(x,0)=Th(z) x€Q

son equivalentes.

donde _
C(x,t) = divy(V)(z,t) + div,(d)(x, t)
bi(x,t) Vi (t)y . a(z,t)
| =Bt = Dttty =
b, 1) Y bat)y - e, )

Demostracion. Como

divy(a(y,t) T(y,t)) = V,T(y,t).aly) + T(y, t)div,(a(y,t)) =

" oT az
— ayl (yat)az(yv +T y» (Z a ya > )

donde a; es la componente i-ésima de el campo vectorial @, (37) se transforma en

DTy, t) + divy(T(y.t) . V(y)) + V,T(y,1).a(y, t) + divy(aly,t))T(y.t) = f(y,t) y € Qt)

T(y,t) =0 ye€o0(t) Vt T(y,0)=To(y) v € Qo

Lo que sigue es buscar la ecuacion equivalente en un dominio fijo.

Ahora para poner div,(a(y,t)T(y,t)) en terminos de z, utilizamos la definicion
de 1. Observamos que



por tanto

or " 0T t@@/)j(t)y

1) = z, (43)
0= g 0

donde ;(t)y es la componente j- esima de 1(¢)y se tiene por tanto que como
vectores fila

VyT(y,t) = VT (z,t) Dy (t)y

a1y - gty
Dy(t)y = ' '

Laly - n(t)y

donde

y entonces B
VT(y,t).a(y,t) = VoI (z,t) (DY(t)y - a(y, 1))

por tanto se tiene

V,I(y,t).d =V, T(z,t)Dy(t)y daly,t) = V. T (x,t) (DY(t)y . az,t)).

Notamos

iz, 1)
Lty o va(t)y) Gz, 1)
Dy (t)y . @z, 1) = I s )=
)y o vty |
Gn(x,t)
%%(?ﬁ)ya_l(ﬂ?, t)+ ..+ %%(?ﬁ)y-@(%’, t) V1 (t)y . d(x,t)
) .
o ()Y (2,8) + oo+ ot ()T (2, 1) V,n(t)y
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Asi se tiene que

V. T (x, ) Dp(t)y aly,t) = VoI (z,t)b(z,1)

donde

observamos que b(x, t) es conocido.

Entonces bajo estas condiciones el sistema (38]) se transforma en

L (1) + T, t)C, ) + VT (x, )b(x, ) = F(x, 1)

T(x,t) =02 € 0Qy Vi T(x,0) =To(z) z€Q
y se tiene que (1) y (#2)), son sistemas equivalentes. m

Ahora lo que nos interesa es saber si existe solucién para (1) y (2).

Proposicion 3.5. Bajo las hipdtesis anteriores y considerando :
si para todo yo € 0§)(t), se tiene que

< d(yo, to), no(yo) ><0

donde < .,> es el producto punto y ny(yo) es el vector normal unitario externo

en 1o
entonces ([{1) y (#2) tienen solucion .

Demostracién. Empezaremos por (42), ya que esta en un dominio fijo.

Para eso utilizaremos el método de las caracteristicas para ecuaciones diferencia-
les de orden 1.

Tenemos que tener encuenta la invarianza por caracteristicas de )y, eso quiere
decir que
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Ahora Parametrizamos.

Sea o un elemento de €2y. Definimos:
X(s): I —Qy C IR"
s— X(s) €
t(s): I — IR"
s—>t(s) € IR*
talque ¢(0) =0 y X(0) = xo.
Por tltimo definimos:
Z(s): I — IR
s+ Z(s) =T (X(s),t(s)).

Derivamos Z(s) con respecto a s y tenemos

%Z(s) = Z a((;T(X(s),zf(s)).X;(s) + 2T(X(s), t(s)).t (s) (44)

donde X;(s) es la componente i-esima de X (s).
Utilizando el gradiante de 7', se tendria que lb se transforma en

%Z(s) = V. T(X(s),t(s)).X (s) + %T(X(s),t(s)).t’(s). (45)

En nuestro caso al observar y (45) nos damos cuenta que necesitamos elegir
t(s), X(s) tales queverifiquen los siguientes sistemas

Ti(s) =1 (46)
t(0) =0
9 X (s) = b(X(s),t(s)) 47)



Abhora se resuelve facilmente (46) se tiene

(48)
X(O) = X9

Ahora para resolver lb por hipdtesis tomamos b e C'(R™), utilizando los
teoremas que aseguran la existencia para sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias sabemos que X (¢) , existe y es derivable para todo ¢ € 1.

Por otro lado, usando (#8)) y asociando adecuadamente tenemos que

FZ(X(1),1) + Z(X(t),t) C(X(),1) = f(X(t),1)
(49)
Z(0) = Z(x0,0) = Top(zo)

Se tiene que la solucion de es

t
Z(t) = To(xo)e* Jo C(X(r),r)dr 4 / e~ Je C(X(r),r) dr?(X(S), S) ds (50)
0

Aqui necesitamos la invarianza del Dominio {2, por caracteristicas es decir, la
solucion que nosotros encontramos de esta en la curva caracteristica (49)), por
tanto la curva no se tiene que salir de 2.

Si X (t) llega a la frontera de €2 en tiempo t,, llamamos

Yo = l’(to) - 890

la tangente a X (¢¢) es
X (to) = b(ZL‘(),t())

y por tanto tiene que apuntar adentro de €, es decir

—

< b(l’g,to),ﬁ(.’l}'o) ><0 51

Esta hipétesis es una condicion geometrica en €2(t).
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Para ver que es una condiciéon geometrica en €(t),partimos de (51)), y tenemos
que

< b(l’o,to) (ZE()) > < 0e< D¢(t0)yo a(yo, to) (ZE()) >=< a(yo, to) (D@Z)(to)yo)*ﬁ(l'g) >=

utilizando el corolario [2.13] tenemos

=< d(yo, to), (DS(to)zo)*) " (20) >=< @(yo, to), N(yo) >< 0.

Ahora
< d(yo,to), N(yo) >< 0= < d(yo,to),no(yo) ><0

donde 7(yo) es el vector normal unitario externo en yo € J€2(t) y por hipdtesis
esto se cumple.

Ahora regresando a y sustituyendo Z(t) por T(x,t), tenemos la solucién

#@2) es

N

t
(X(1),t) = Ty(wg)e o CXOImydr / e~ Js CXMNIF (X (), 5) ds
0

y como (42) es equivalente a (#1), se sigue que (1) tiene solucion tnica

4. Ecuaciones de Balance en Dominios que Varian
Dependiendo del Tiempo con Difusion

El siguiente caso es una ecuacién en dominio dependiente de el tiempo con
difusion.
Regresemos a las dos ecuaciones equivalentes (37) y (38)

=

Py, t) + divy(T(y, 1) . V(y) = fy,t) — div,(J) y € Q(t)

T(y,t) =0y € oQ(t) Vt T(y,0)=To(y) y€Q

=

DT (,t) + T(x,t) div(V)(x,t) = f(x,t) — div,(J)(z,t) z € Q

T(Zﬁ,t) =0zx¢€ aQQ Vi T(I,O) = T()(I) T e Qo.
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Proposicion 4.1. Con las hipdtesis anteriores, suponiendo que

-

J(y,t) = —kV,T(y,t) ye Q@)

con k > 0 escalar, entonces

{ 2T (y,t) + VyT(y, ).V (y) + T(y, t)div(V)(y) — kAT (y,t) = f(y,t) t € Q)

T(y,t) =0 y € o0(t) vt T(y,0)=To(y) ye€Q
(52)
y
Tz - —=C "L P T(x,t " OT (x,t
A 4 T, 1) div(V)(z,t) — k (Z:: W.ak,i(:ﬁ,t) + ; a(—xi)‘s' x
T((L’,t) =0z¢€ 690 \% T(J],O) = TO(ZE) S Q[)
(53)
donde
— OY(t)y  Oit)y _ _
p ayj . ayj - vywkvy¢z - ak,z(xa t) y Y = ¢(t)l’ (54)
Y 2
"L 0%(t
sie.t) = Y- T Ay (= 0(0a) (55)
j=1 J

Son equivalentes

Demostracion. Como

-

J(y,t) = —kV,T(y,t) = div,(J)=—kAT(y,t) ye€ Q1)

y por tanto la ecuacién de balance en dominio que depende del tiempo (37)) se
transforma en

{ ET(y, 1) + VyT(y, ).V (y) + T(y, O)div(V)(y) — kAT (y,t) = f(y, 1) t € Q1)

T(y,t)=0 yeoQt) Vvt T(y,0) =To(y) y € Q.
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Lo que sigue es buscar la ecuacion equivalente en un dominio fijo.
Ahora por lo visto en ecuaciones de balance sin difusion con flujo se tiene que

V,T(y,t) = V.1 (x,t).DY(t)y =

0 1g1(t)y ) gl(t)y
8 T a T Y1 Yn
—(x, 1), ...,—(a:,t)) ) : : =
(axl Oy O ¢n(tly . On(ty
8y1 ayn
i OT(x,t) Oy(t) Z OT(x,t) Oi(t)y (56)
— ox; 8y1 ox; Oy ’

Por tanto por (56)), se tiene que

divy(—kV,T(y, 1)) = —k div, (VT (z,t)Dy(t)y) =

OT(x,t) Oy(t) OT(x,t) Os(t)y
k div, <Z o, 8y1 Z o, oy, .
Se obseva que
OT (1) D ity _ o= 0 (am,t) ath)y) B
dy; (2:: Or; Oy ) ; Oy; \ Ox; — Oy;

i(i (37(%1&))'8%@) dT(x, t)'é)%/),() ) 57

i—1 dy; Ox; 0y, ox; 8y]

Ahora por lo visto en (#3)), se tiene que

KA O T(z,t) Z T(x,t) 0 yp(t)t
dy; \ Oz Oy Ov; Oy
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Por tanto se tiene que (57)
Z Z P T(w,t) Hult)y | Wity  OT(x,t) 9*ult)y
Oxdr; Oy dy; or; 0y '

Con estas consideraciones, se tiene

OT(x,t) Oi(t) OT(x,t) OY(t)y)
K dZ'Uy <Z 0:61 . 8y1 Z axz . 8yn B

— O*T(x,t) O(t)y oY (t)y
_kZZ<Z oxdr; Oy ) y;

J=1 =1

OT(x,t) 0%Y;
kzz o ¢()

j=1 i=1 y]
Como las sumatorias son finitas se puede cambiar el orden y por tanto se tiene

OT(x,t) Oy(t) OT(x,t) Os(t)y B
k div, (Z o, (9y1 Z or ou =

O T(x,t) — Op(t)y  Oui(t) — 0%i(t)y
z:: Ox,0x; (; dy; Oy ) Z 0% <Z oy? )

]:]_ J
Ahora si llamamos

Oty 0vs(t)y
dy; Oy

=V, 0. Vb = aii(z,t) |, y=o(t)x

J=1
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se tiene

OT(x,t) OYy(t) OT(x,t) OYs(t)y B
k divy (Z oxr; 8y1 Z dx; Oy, -

0* T(x,t) "L 0T (,t)
—k <k . a&:kaxl Clkﬂ'(l',t) + Za—xl . Si(fE,t)) .

i=1

Se tiene que la ecuacion equivalente de (52)),en un dominio fijo es

2Tt | Ty, £)div (V) (Z T8 ak:,i(xat) + ZM-%(IJ)) = f(z,t)

0x,0%; , ox;
k,i=1 =1
T(z,t) =0z € 0y Vt T(z,0) =To(z) =€

y (52) y (53) son equivalentes. m
Aqui vamos a poner una observacién que necesitaremos en lo posterior.

Proposicion 4.2. Bajo las hipdtesis anteriores se tiene que

"L P T(x,t
y £Ieh

se puede ver en forma de divergencia

Demostracion. Observamos que

(58)
donde
~ ayi(z,1)
Ci(l‘7 t) = 833'
k=1 v
"L 0T (,t)
Bi [ ) t
k=1 Oz; k)



y asi (58) queda B
dw(é) Z M ci(z,t) (59)

Observacion 4.3. Regresamos a

LD T, )i (V) (2, 1) — k (Z % )+ ZGTait ol t)> Sl

T(x,t) =0z € 0Qy Vt T(z,0) = To(z) x € Q.

Ahora remplazamos (59) en (53)), tenemos

ICt) 4 Ty, t)div(V)(w, ) — k (dw Z )) = F(x,t)
T(l’,t) =0z¢€ (990 \% T(ZE,O) = To(ZL‘) x e QO
(60)
donde
B = (By)iz1,.n = Az, )V, T (,1) (61)

Az, t) = (agi(z, 1))
di(z,t) = si(x,t) — ¢;i(z, 1)

5. EDPs Generales de Segundo Orden en Dominios
Variables

En este capitulo se vera la equivalencia entre ecuaciones definidas en domi-
nios que dependen del tiempo con ecuaciones definidas en un dominio fijo.
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La diferencia entre este capitulo y el anterior es que estas ecuaciones no son ecua-
ciones de balance, es decir son cualquier EDP, de orden 2 lineales en un dominio
que depende del tiempo y, bajo las condiciones en que esta este trabajo se basa,
su ecuacion equivalente en dominio fijo y despues mostraremos si es posible exis-
tencia de solucién y unicidad.

Comenzaremos por una ecuacion general de segundo orden, con condiciones ini-
ciales y de Dirichlet Homogénea.

Consideremos la misma incégnita 7'(x, t) para poder usar algunas notaciones an-
teriores.

. oT
Ty t) = kA T(y, 1) + 3 5
i=1 ¢

T(y,t) =0 yecot) Vi  T(y,0)=Toly) vye
(62)
donde k es un escalar, c(y,t) y para cada i g;(y,t), es lo suficientemente regular
que se necesite para los calculos.

Proposicion 5.1. Bajo las hipdtesis anteriores tenemos que la ecuacion equiva-
lente de ((62)) en un dominio fijo es

(

I (z,t)—k (dz’v(B(m, t)) — i %d&x,t)) + VT, t).h(z, t)+

i=1

e(z, )T (z,t) = f(z,t) €

{ T(z,t)=0 z €0 Vt T(x,0) =To(x) x€ Qo

(63)
donde
B(z,t) = A(z, )V, T (z,1)

i Or(t)y  0Yi(t)y

. = ag;(x,t
dy; 9y; ki)

di(z,t) = s;(x,t) — ¢i(x, 1)
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sl 1) = Ayilt)y Z i)

hq(z,t) g(z,t) . Vi (t)y

>
I
I

(i, 1) G 1) . V(b
donde 3
F(o.1) = (@i, 1), ... ol 1))’

Demostracion. Ahora por los capitulos anteriores (29), sabemos que si se hace el
siguiente cambio de variable

y=o(t)x
tenemos que
a 0 — = 9T oT
“\ OT — ar = OT
2 a—%(x, ). Vi(z) + E(m,t) =V, T(z,t).V + —t(w,t)
se tiene por (61) que
AT (y,t) = (m( (2.1)) — aTa(j’ D (. t))
i=1 ‘
se tiene por (56) que
= T . - .
oy W 1) - 9:y8) = VT (y,1).(y,1) = VoT (2, ) DY)y - 6y, )
i=1 ~7*
y por tanto

V,T(y,1).d(y, t) = VoI (z,t).h(z,1)



Ahora la ecuacion (62)) es equivalente a

(

%T@t(x, t)—k (div(B(m, t)) — z": 87(11" t d;(x, t)) + VxT(JU, t),ﬁ(x, t)+

Ahora regresando a (62)), realizamos el caso mas sencillo cuando para cada i
gi(y,t) =0, c(y, t) = 0 tenemos

Gy, t) — kAT (y, 1) = ft,y) ye Q)

(64)
T(y,t) =0 yeoQt) vt T(y,0)=Toly) ye
que la ecuacién equivalente en dominio fijo es
T , " 0T (x,t —
O (2,1) — k (dw(B(x,t)) -y 8(3:4 )di(:p,t)> = f(x,1)
i=1 ‘ (65)

T(l’,t) =0z¢€ 890 Vit T([E,O) = T()(ZL‘) S QO

5.1. Existencia de Soluciones de Ecuaciones de Segundo Orden
en Dominios que Depende del tiempo

En este capitulo probaremos la existencia de soluciones para ecuaciones de
segundo orden en un dominio que depende del tiempo. Mas concretamente se
verdn las ecuaciones de (52) y (62).

En primer escribimos (52) y (62)) con sus respectivas ecuaciones en un dominio
fijo.

BT (y,t) + VyT(y,t).V (y) + Ty, )div(V)(y) — kAT (y,t) = f(y,t) t € Q1)

T(y,t) =0 ye€ o) vt T(y,0) =To(y) ye€Q
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_ _ — " P T(x,t) T (z,1) -
OT (z,t) N ) _
(04 T(a,1) dio(P) 1) ’“(23—@@@% 0+ Tt t>> .

T(zx,t) =0z € 0y Vt T(x,0) =Ty(x) x €y

IL(y,t) — kAT (y, 1) + Z g—;(y, t) . gi(y,t) +cly, )T (y,t) = f(t,y) y€Qt)

T(y,t) =0y e€oQt) vt T(y,0) =Toly) y € Q

G (. t) —k (div<B(x,t)) = i aTa(;;., t)di(:c,t)) + Vo Tz, t).h(x, )+

L T(l’,t) =0zx¢€ 890 Vit T(J,‘,O) = To(flf) x e Qo

En la ultima ecuacion se puede ver tambien que es equivalente tambien en un
dominio fijo

( n o=t
= 0T (x,t) oT (z,t) — -
8T
o — _ ) + .S, + V., T . +
o (m,t) — k ( E 00, ag(x E 81’1 si( t)) Lz t).h(x,t)

k,i=1

c(z, )T (z,t) = f(z,t) € Q

L T(r,t) =0 1 €0 Vt T(z,0) =To(z) x€Q
(66)

Proposicion 5.2. Bajo las hipdtesis anteriores y la regularidad de los datos y
coeficientes, ademas de suponer

To(ﬂf) S LQ(QO)
se tiene que (52)) y (62)), tienen solucion vinica.

Demostracion. Ahora para demostrar que (52) y (62) tienen solucion , nos cen-
tramos en sus respectivas ecuaciones equivalentes en un dominio fijo que son (53)
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y (66). Nos centramos en la parte principal de ambos operadores.
Lo que vamos a demostrar es que la matriz

A=(ar;)] 0<i<n 0<k<n

definida en (54)), es una matriz definida positiva.
Comenzemos observando la natulaleza de A.

o)y .. oy 1 (t)y
i1 - Ain oy yn dy1
A= = s Lo : :
.. 8wn(t)y . 6¢n(t)y 31/}1(75)!/
an,l an,n —8y1 —8yn —8yn

A(z,t) = Dy(t)y.(DY(t)y) vy = o(t)x

Sea £ € IR", con £ # 0, entonces, se tiene

(67)

In(t)y

9y1

OPn (t)y
Oyn

< DY(t)y.(D(t)y)'e, € >=< (DY (t)y)'€, (DY (t)y)te >= (DY (t)y)tz|]” > 0

y por la equivalencia de normas tenemos que

1. tfijo, como (D (t)y)* no singular = ||(Dy(t)y)*E]| > 0si& #0

2. por (20), los autovalores de D¢(t) estan lo suficientemente lejos de 0 y
acotados Vt € [0,7] = lo mismo ocurre para los autovalores de Di)(t) =

Ja(T) = a > 0 tq (DY ()y)*E]* > ol

de donde se prueba que A(x,t) es definida positiva y por tanto se demuestra la
coercitividad. Con los resultados de [[1] y [2], se concluye que gracias a la regula-
ridad de los coeficientes de las derivadas primeras y segunda, se tiene que (52)) y

(66) tienen solucién tnica respectivamente. m

6. Principio Del Maximo

6.1. Principio del Maximo en un Dominio Fijo

En este seccion consideramos una Ecuacidon en Derivadas Parciales en un do-

minio fijo €2y, despues realizaremos el Principio del Maximo.
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Consideremos la siguiente ecuacion en )

9 (x,t) — AT (z,t) + a(z,t) T(x,t) =0

(68)
T(I,t) =0zxe€ 890 Vi T(I,O) = TQ(ZL’) x € QO
donde a(x,t) es lo suficientemente regular
Proposicion 6.1. Con las anteriores hipotesis, si
To(z) >0  Ty(z) € L*(Q)
y
a(t) <a(x,t) Voey Vi
tenemos que
T(x,t) >0 VreQy Vi (69)

Demostracion. Definimos para cualquier funcién u

u (z,t) = max(0, —u(z,t)) Vo Vi

Multiplicamos por T~ (z,t), tenemos que

aa—j;(x, t). T (x,t) — AT(x,t) . T (x,t) + a(z,t) T(x,t) T (x,t) = 0.

Integrando en )y, tenemos que
or _ — —\2
E(z,t) T (x,t)de— | AT(x,t) T (z,t)de+ | a(x,t) (T7)*(x,t)dx =0
QQ Q0 QO

utilizando la férmula de Green ya que
T (xz,t) =0 en 0y porque T(x,t)=0 en 0

tenemos que

1d

S QO(T’)2(zzc, t)dx + /

Qo

|VT’(:c,t)|2 dx + / a(x,t)(T7)*(z,t) dz = 0.

Qo
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Ahora usando la hipétesis sobre a(x, t), tenemos que

gy + 19T O]y + @@ T2y <0
Usando
VT~ (0 22y 2 0
tenemos que
5 3 TGy + ) [T [y < 0
Ahora si llamamos
F(t) = HTﬁ( t ||L2(Qo)
tenemos que ((70), se transforma en
d
th( )+ 2a(t)F(t) <0
integrando con respecto ¢
t
F(t) + / 2a(s)F(s)ds < F(0)
0
Aqui hace falta usar el Lema Gronwall para tener que
F(t) < HTO—||L2(QO) ey ote)ds

y por hipdtesis, se sabe que
To(z,.) >0 Vo e Q = T (z)

lo que implica que

(70)

(71)

T (z,t)=0 VeeQy Vt>0 = T(x,t)>0 VoreQy, Vt>0
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6.2. Principio del Maximo en un Dominio que Depende del
Tiempo

En este seccidén consideramos una Ecuacion en Derivadas Parciales en un do-
minio que depende del tiempo €2(¢), despues realizaremos el Principio del Méxi-
mo en €2(t).

Consideremos la siguiente ecuacién en dominio variable

Gy, t) = AT(y,t) +a(y, 1) T(y,t) =0y € Q1)

72
T(y,t) =0y €oQ(t) Vvt T(y,0) =To(y) y€ Qo .
donde a(y, t) es lo suficientemente regular.
Proposicion 6.2. Con las anteriores hipotesis, si
To(x) >0 y Tye L*(Q)
Y
a(t) <aly,t) Yy e Qt) Vi.
y = o(t).
donde «/(t) es una funcion regular, entonces
T(y,t) =0 (73)

Demostracién. Multiplicamos por T~ (y,t), tenemos que

DL t) T (ot) — AT(,1) T (3.0) + aly, 1) Ty, 1). T (4,6) = 0.

Integrando en €)(¢), tenemos que

oT

(y7 t) A (y7 t) dy_/

AT(y,t). T (y,t) dy—l—/ a(y,t). T(y,t). T (y,t)dy =0
Q)

Q(t)
utilizando(27)y la férmula de Green ya que

T (y,t) =0 en OQUt) porque T(y,t) =0 en 0Q(t)
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tenemos que

1d

2dt Q(t)(T_)Q(y’ﬂ dy+/g(t) VT (1) dy+/ a(y, t)(T~)*(y,t) dy = 0.

Q1)
Ahora usando la hipétesis sobre a(y, t), tenemos que

1d

Ty + 9Ty + 0 [T ) < 0
Usando )
VT~ ()] 2oy = 0
tenemos que
1d _ _
Ahora si llamamos B )
F(t) = HT_(‘7t>HL2(Q(t))

tenemos que ([/4)), se transforma en

d _
—F(t) +2a()F () <0

integrando con respecto ¢

Flt) + / "2a(s)F(s)ds < F(0)
0
Aqui hace falta usar el Lema Gronwall para tener que
F(t) < HTJHL?(QO) 672f504(8)ds’ (75)
y por hipdtesis, se sabe que
To(y,.) =0 YyeQ = T5y =0 en
lo que implica que
T (y,t) =0 yeQt) vi>0 = Ty,t)>0 yeQt) vt>0
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7. Estimacion de Energia

7.1. Estimacion de Energia en un Dominio fijo

En este seccion consideramos una Ecuacién en Derivadas Parciales en un do-
minio fijo €2y, despues realizaremos la estimacion de energia para ver el decai-
miento con respecto al tiempo de la solucidn.

Consideremos la siguiente ecuacion en )

O (2,t) — AT (x,1) + a(z,t) T(x,t) =0 x € Q

(76)
T({E,t) =0zxz¢€ 890 Vi T([B,O) = T[)(f) S QO
donde a(x,t) es lo suficientemente regular

Proposicion 7.1. Con las anteriores hipotesis, si

To(z) >0 Ty(z) € L*()

0<a<a(xt) Yeey Vit

tenemos que

0< / T(x,t)dx < eta/ To(z)dr —— 0 (77)
Q() QO

t—o0

Demostracion. Integrando (76]) en €2y, tenemos

T
/ %—(x,t) d:z:—/ AT (z,t) dx+/ a(x,t) T'(z,t)dx = 0.
QO t Qo Q0

Usando el teorema de la divergencia se tiene

d oT
— T(x,t)de — —(x,t d§+/ax,tT:L’,t dr =0,
i | et [ Sanass [ e

Ahora por hipotesis se tiene que

T(x,0) = To(x) >0,
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utlilizando el Principio de Médximo se tiene que
T(fL‘,t) >0 VxeQ Vt,

y por tanto para x € 0

oT T
—(z,t) < 0= —/ —(x,t)ds >0
on a0, On

de donde tenemos que

d
— | T(z,t)dz +/ a(x,t) T(z,t)dx < 0.
dt Qo Qo

Utilizando la hipétesis con respecto a a(x, t), tenemos

d
— | T(z,t)dx+ Oz/ T(z,t)dr <O0.
dt Qo Qo

y por tanto se tiene que

d
i 1T D0y + I TC )l gy < 0

Si llamamamos
Y(t) = TC O 1 ap

tenemos que

d
SV () +aY (t) <0,

integrando con respecto ¢
t
Y (¢) +/ aY(s)ds <Y(0)
0

Aqui hace falta usar el Lema Gronwall para tener que
—ta
Y(t) < ||T0]|L1(Qo)e P 0. (78)

y por tanto , la solucién hace un decaimiento exponencial cuando ¢ tiende a co. m

Regresando a ((76)), tenemos la siguiente proposicion
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Proposicion 7.2. Con las anteriores hipotesis, ademds de suponer que

Ty(z) € L*()

o > —00<Q0),

donde Cy(Q) es la cosntante de Poincaré, tenemos que
0< / T%(x,t) do < e~ 2HaFC0(0)) / T¢(x) dx —0 (79)
Q% Q% —00

Demostracion. Aqui no suponemos que 7'(x,t) > 0 Va € Qy Vt.
Multiplicamos por T'(x, ), tenemos que

%—f(m,t) T(z,t) — AT(z,t) . T(z,t) + a(x,t) T?(x,t) = 0.

Integrando en (2, tenemos que
oT )
—(x,t) . T(z,t)de— | AT(x,t).T(z,t)de+ [ a(x,t) T*(x,t)dx =0
Qo ot Qo Qo

utilizando la férmula de Green ya que
T(x,t) =0 en 0%
tenemos que

1d
2dt Jo,

T?(x,t) d:v—l—/

Qo

VT (z,t)]? dx —I—/ a(x,t)T?(z,t) dx = 0.

Qo

Ahora usando la hipétesis sobre a(x, t), tenemos que

2 2 2
S 1T O 2y + VTG D200 + @ 1T D720 < 0-

Ahora como )y es un dominio con frontera acotada tenemos la desigualdad de
Poncairé que es

||Vu||iz(go) > Co(£0) ||u|]iz(90) Vu regular en Qy u=0en 0%
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donde Cy(£2) es la constante de Poncairé.
Por tanto se tiene que

Ahora si llamamos
2
Z(t) = I1TC. )l 2200
tenemos que (80), se transforma en
d
%Z(t) +2(a + Co(20))Z(t) < 0
integrando con respecto ¢

Z(t) + /tQ(a + Co(Q0))Z(s)ds < Z(0)

Aqui hace falta usar el Lema Gronwall para tener que
—12(a+Co(0))
Z(t) < [[Toll 2 () € 0.
ya que
o+ C()(Qo) >0 = a> —C()(Qo)

S 1TC )72 + (@ + Co(Q0)) IT( )20 < 0.

(80)

(81)

por hipétesis y por tanto la solucion hace un decaimiento exponencial cuando ¢

tiende a co. m

7.2. Estimacion de Energia en Dominios que Varian Depen-

diendo del Tiempo

En este seccion consideramos una Ecuacion en Derivadas Parciales en un do-
minio que depende del tiempo , despues realizaremos la estimacién de energia

para ver el decaimiento con respecto al tiempo de la solucién.

Consideremos la siguiente ecuacion en §2(t)

W(y,t) — AT(y.t) + aly,t) T(y.t) =0 y € Q(t)

T(y,t) =0 x € 0Q(t) Vt T(y,0) =To(y) vy €

donde a(y, t) es lo suficientemente regular.

63

(82)



Proposicion 7.3. Con las anteriores hipotesis, si

To(z) >0  Ty(z) € L*()

a(t) <a(y,t) Yy e Qt) Vi
y = o(t)r.

donde a(t) es una funcion regular tal que

1 t
h’minfg/ a(s)ds > oy >0
0

t—o0

entonces
/ T(y,t)dy <e” Jo a(t) ds/ To(x)de —— 0 (83)
Q)

Qo t—00

Demostracién. Sabemos por que

o[ Twod= [ Swnds [ TwoVe)as
ot Jow o Ot 29(1)

Por la condicién de contorno de Dirichlet Homogénea en la frontera, tenemos que

8/ oT
— T(y,t)dy = —(y,t) dy. (84)
9t Jow (y,t)dy o O (y,t) dy

Con esta observacion regresamos a (82)) e integrando en €2(¢), tenemos

or
Srwtdy - [ ATy [ alnt) T.0dy=0.
Q(t) Q(t) Q(t)
utilizando(27))y la férmula de Green ya que
T(y,t) =0 en 0Q(t)

tenemos que

oT .,
T@w@—/ ——wﬂ@+/dmﬁT@®@=&
Q(t

dt Jo PYORLL

Ahora por hipétesis se tiene que

T(y,0) =To(y) 20 y € Qy
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utlilizando el Principio de Médximo se tiene que
T(y,t) =0 VyeQt) Vi,
y por tanto para y € 0€)(t)

or orT
2 (w1 e

de donde tenemos que

d

dt Q(t)

Q(t)

Utilizando la hipétesis con respecto a a(y, t), tenemos

d
LA P dy + o) / T(y,t)dy < 0.
dt Jo 0
Ilamando
Y (t) =/ T(y,t)dy
Q)
tenemos

4y §
—() + )Y (1) <.

Integrando con respecto a t y utilizando otro lema de Gronwall
Y(t) = / T(y,t)dy < e~ Joo®d /
Q(t) Qo

ya que por hipdétesis

1 t
h’minf;/ a(s)ds > ay >0
0

t—o00

1 t
t(;/ a(s) ds)
e Joals)ds _ e 0

y por tanto

<e ™ .
t—o00

To(x) de — 0.
t—o0

(85)

cont >> 1, se deduce que , la solucién hace una decaimiento exponencial cuando

ttiende a co. m

Regresando a (82)) tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 7.4. Con las anteriores hipotesis, si
T()(l’) S LQ(Q())
(1) = a(t) — Co(2(t))
donde Cy(2(t)), es la constante de Poncairé en Q)(t) y a(t) es tal que

1 t
liminf;/ Yy(s)ds > aq >0
0

t—o0

entonces

0< / T?(y,t) dy < e_ZfOtV(s)ds/ T2(z)dr — 0 (86)
Q(t) Qt)

t—o00

Demostracion. Aqui no suponemos que 7'(y,t) > 0 Vy € Q(t) Vi.
Multiplicamos por T'(y, t), tenemos que

or
ot

Integrando en )(t), tenemos que

(y, 1) . T(y,t) — AT (y,t) . T(y,t) + a(y,t) T*(y,t) = 0.

or
| S Ty [ ATw.0). Tt dys [ aly ) Tt dy =0
Q(t) Q(t) Q(t)

utilizando(27)y la férmula de Green ya que
T(y,t) =0 en 09(t)
tenemos que

1d

T?(y,t) dy + /

|wwﬁfw+/(mwﬁmw@=o
Q(t)

Q(t)
Ahora usando la hipétesis sobre a(y, t), tenemos que
lillT( oIy + VT 0] +a®) IT(, )]} <0
571 I DLz ey D2 ) sl =0

Ahora como €2(t) es un dominio con frontera acotada tenemos la desigualdad de
Poincaire que es

||Vu||iQ(Q(t)) > Co(21)) ||u||iQ(Q(t)) Vu regular en Q(t) u = 0en 0Q(t)
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donde Cy(£2(t)) es la constante de Poicaire en ().
Por tanto se tiene que

57 ||T('7t)||iQ(Q(t)) +(@OIT'(, 75)”%?(9(75)) <0. (87)

Ahora si llamamos

> 2

Z(t) = 1TC )l 22
tenemos que (87), se transforma en
d - _
2+ 29D Z(t) <0

integrando con respecto ¢

2() + /0 27 (8)Z(s) ds < Z(0)

Aqui hace falta usar el Lema Gronwall para tener que

Z(t) < | Toll paqy € 20 7@ % — 0. (88)

t—o0
ya que por hipdétesis

1 t
liminf;/ y(s)ds > aq >0
0

t—o00

1 t
t(—/ v(s) ds)
e~ fg v(s)ds _ e 3 0

cont >> 1, se deduce que , la solucidon hace una decaimiento exponencial cuando
ttiendea oco. m

y por tanto

R —) )
t—o00

<e
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