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Introduccion

El objetivo de esta seccién es de convencer al lector de la idea segun la cual, usando resultados basicos sobre
la geometria de los espacios de configuracidnes, la demostracién del hecho que el asociador KZ es un asociador
de Drinfel’d deviene una consecuencia de la planitud de una cierta conexién definida sobre este espacio y por lo
tanto, de una cierta manera, las arduas manipulaciones de ecuaciones diferenciales a variables no conmutativas
devienen «visibles», lo que nos permitira tener una mejor comprehension de la arquitectura de los asociadores de

Drinfel’d.

1. La conexion KZ universal

1.1. Qué es? Qué quiere decir que la conexién es universal ?

El sistema diferencial (KZ),, da lugar a una conexién asociada, la conexién KZ universal, que es plana en el
espacio de configuraciénes de n puntos en el plano complejo. Independientemente de su aplicacion a la comprehen-
sion de los asociadores de Drinfel’d y de los valores multizeta, esta conexién tiene varios campos de aplicacién: por
ejemplo proporciona una representacién de monodromia de su grupo fundamental, es decir del grupo de trenzas
puras sobre el plano. Esto conlleva en particular a resultados interesantes como la formalidad del grupo de trenzas
puras en el plano.

Sea P := Conf(C,n) x exp(t,) el exp(t,)-fibrado principal trivial sobre Conf(C,n).

Definicién 1 La conexion KZ universal es VEZ := d — wi%, donde wiy es la 1-forma diferencial sobre
Conf(C,n) a valores en el dlgebra de Lie de Kohno-Drinfel’d t,, dada por la siguiente férmula:
wkZ = Z dlog(z; — zj)tsj.
1<i<j<n

Observacién 1 Una funcién o : Conf(C,n) — t,, es una seccion horizontal de VX? si, y sélo si, o es solucion
del sistema (KZ),. En efecto, como VX% es una conexion definida en un fibrado exp(t,)-trivial, sus secciones
horizontales son funciones Conf(C,n) — t,, por lo que o estd bien definida en tanto que seccion.

Porqué se llama conexién universal?
La explicacién del significado exacto de la palabra «universal» pasa por varios puntos. Empecemos definiendo
el algebra de Lie de holonomia de una variedad lisa.



Sea X una variedad lisa compleja. Sea H3p (X) el complejo de cohomologia de de Rham de X, sea
p: AHigp(X) — Hip(X)

la aplicacién multiplicacién y sea K+ C A2H{®(X) el subespacio dual de K := ker(u) C A2Hl;(X).

Definicién 2 La C-dlgebra de Lie de holonomia hol(X) de X es el dlgebra de Lie libre sobre HR(X)
modulo las relaciones en K.

Observacién 2 Las relaciones en K+ son todas de grado 2, por lo que hol(X) esta provista de una graduacion
natural.

Ejemplo 1
1. Supongamos que X = Conf(C,2). Como Conf(C,2) = C? — {2 = 23}, podemos cambiar de coordenadas:
{ T =21+ 2
Yy=2z1— 22

En estas coordenadas, la unica 1-forma a singularidades logaritmicas sobre X es dlog(y). De esta manera
encontramos (utilizando el ejercicio 2 de la primera leccion)

hol(X) = f1(€) = +(C)
donde f1 es el dlgebra de Lie libre a 1 generador (que es de dimension 1).
2. Supongamos que X = Conf(C,n). Entonces tenemos

» Hl:(X) es generado por las 1-formas
Wij = dlog(zl- - Zj)

donde 1 <1< j < n.
= K es generado por
wij N\ Wik + Wik N wik + wik A wij
donde 1 <1< j<k<n.
» Si {tij}ic; € HIR(X) es la base dual a la base {w;;}ic;j de Hiz(X), entonces K+ es generado por

elementos
tij Ntgr, tig A (i + tjk)

donde card(i, j, k,l) = 4.

En conclusion, el dlgebra de Lie de holonomia de Conf(C,n) es el dlgebra de Lie de Kohno-Drinfel’d t,,.

De esta manera, vemos que el sistema dp = ) t;jdlog(z; — z;) esta definido de manera totalmente natural
1<i<j<sn
en el exp(hol(X))-fibrado principal trivial sobre Conf(C, n). Por otro lado, este sistema contiene la minima cantidad
de informacién necesaria para estar bien definido:

» Sea W un espacio vectorial y consideremos el fibrado vectorial trivial Conf(C,n) x W — Conf(C,n).
Notemos ~
V=d- Z dlog(z; — zj)Aij

1<i<j<n

una conexién definida en este fibrado donde A;; son endomorfismos de W. En este caso, para que V sea
plana, es suficiente que los A;; satisfagan las tres relaciones de trenzas infinitesimales. En este sentido, el
algebra de Lie de Kohno-Drinfel’d es el algebra de Lie «mds simple» que satisfaga estas ecuaciones.



= Consideremos la conexién

V=d- Z Aij(zi — 25)d(zi — 25)

I<i#j<n

donde las matrices A;;(2; — z;) actian en la i-ava y la j-ava entrada de V =V; ® --- ® V;,. En este caso, la
conexion es plana si, y sélo si, la familia {A4;;(z; — 2;)} satisface la ecuaciéon de Yang-Baxter

[Aik(2i = 21), Ak (2r — 25)] + [Air (i — 21), Aij(2i — 2)] + [Aij (20 — 25), Arg (2 — 25)] = 0
En particular, si consideramos la opcién mas simple posible de r-matriz, es decir si consideramos

t,.
Aij(z — 25) = —

2 — Zj ’
donde t;; son simbolos formales, entonces tenemos

V es plana <= {A;;} satisface la ecuacién de Yang-Baxter

<= {t;;} satisface las relaciones de trenzas infinitesimales

s Por otro lado, la conexién universal « tiene realizaciones » : consideremos

una C-algebra de Lie (semi-)simple g «cldsica»;

- Q=>12 ®y € g®g un 2-tensor simétrico g-invariante (que es construido a partir del Casimir,
s
proveniente a su vez de la forma de Killing asociada a g),

— n € NZ! un entero no nulo,
— V un g-modulo de dimensién finita,
— A= % € C un pardmetro formal,

Definamos N
t7:=> all @ @al™ € (U(g)*"

donde om(f) =x,, 047(? ) = Yry, ¥ aﬁk) =1, donde k # i, j. Entonces

1. Cada t¥ induce un endomorfismo de V®” que satisface las relaciones de trenzas infinitesimales.
— La prueba reside en la construccién de t¥ y la g-invariancia de Q € g ® g.
2. Tenemos t¥ = tJ°,

— La prueba reside en la simetria del 2-tensor t%.

Concluimos que tenemos un morfismo

exp(t(C)) —  End(VEM)[[(]
el — 1Y
y el sistema

(KZ') : dw=4« Z dlog(z; — zj)tijw

1<i<j<n

se llama realizacion del sistema (KZ),, universal asociada a (g,V)).



1.2. Holonomia de la conexién VX% y definicién geométrica del asociador KZ

Sea e > 0. Notemos X = t12 y X7 = to3. Sea (X, X;) el transporte paralelo de la conexién KZ con respecto
al camino ¢:[0,1] — € —{0,1} tal que v(0) = ey (1) = 1 —¢, es decir dado por la exponencial a caminos

ordenados
ONS's X
D (Xo,X1) := Pexp / <0+ ! >dz
~(0) z z—1

= Z cw(e) - w

w palabra en Xg,X1

donde, para jo,...,Jjn € {0,1}, w = zj, - - zj, € Q(Xo, X1), tenemos

cule) = / o / i / e (1)
v0) Bt =2 Jy) t2 =2 Jy0) e 2
Recordemos que la funcién polilogaritmo es dada, para s,z € C, por
ok
Lis(z) := Z%
k=1

y los valores multi-zeta de Riemann son los reales

Clhry .o k) = 3 ﬁz > <H 1k>

n1>no>...>n.>0 ny ...y n1>no>...>n->0 n

i=1""

donde (ki,...,k.) € (NZ2)".
Vamos a admitir la siguiente proposicién, que explicaremos en la préxima subseccion.

Proposicién 1 Para cada palabra w en Xo y X1, el escalar c,(g) es un polinomio en funciones polilo-
garitmicas de la forma Liy(g) y de la funcion log(e). En particular, si la palabra w se termina en X (en
particular w puede escribirse bajo la forma w = Xg‘rleXgLTle . ..Xg”“_le, donde n; > 2 para todo
k > 1) entonces la funcion c,(e) converge cuando ¢ tiende hacia 0 y tenemos

;1'_1}(1)%(5) = (=D)*¢(n4,...,np).

Corolario 1 ®.(Xo, X1) puede ser expandido asintdticamente en un polinomio homogéneo ®(log(e)), es decir

b (Xo, X1) — P(log(e)) — 0

e—0

Proposicion-Definicién. FEl asociador KZ de Drinfel’d es, de manera equivalente:
1. el cociente Pz := G{ Gy € C(Xo, X1)) de la definicion 10 de la primera leccién;

2. la holonomia renormalizada de la conexion V5% entre 0 y 1 (siguiendo la parte real de P1(C) —
{0,1,00}) i.e. el limite
iz (Xo, X1) := lir%sxlég(Xo,Xl)s_Xo;
E—

3. la regularizacion gz := ®(0) del polinomio ®(log(e)) fijando formalmente log(e) = 0.

Demostracién Primeramente, las tres definiciones tienen sentido gracias a los parrafos anteriores. Demostremos
que estas definiciones son equivalentes. Tenemos la expresion

D.(Xo, X1) = G1(1 — £)GT GoGy ' (e)
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de manera que el limite siguiente existe

1fn(1)gX1c1>€(X0, X1)e ™ = 1lim (X1 G1(1 — €))Gy ' Go(Gyt (e)e™ ™) = GGy
e—>

e—0

Por lo tanto, la expansién asintética de ®.(Xo, X;) es aleflGoe_XO. |

1.3. Monodromia de la conexion KZ y demostracién geométrica del Teorema A

Empecemos con un resultado crucial que nos permitira trabajar con la conexién.

Proposicién 2 La conexion KZ universal es plana, es decir: (Viz)? = 0.

Demostraciéon Calculamos:

V2 = Z [tij, trald(zi — zj)d(z — 1)
i<j (2i — 2j)(2k — 21)
k<l

= Zdzide Z [tijjtkl]

vy Py (zi — 2j) (2 — 21)
A

_ Zdzz'dz]- Z [tij, thi) . Z [tik tji]

(zi — 2)(zj — 21) (zi — 2k) (25 — i)

i#£j G#l h
[t e [tik, tik]
= Zdzidzj Z 4 Z
7 ki, (zi = 2j)(2 — 21) g (zi — 21) (25 — 2i)

- _Zdzidzjz(z luntiel

7 g AE )

Concluimos que la conexién es plana. O

De esta manera, podemos hablar de monodromia de la conexiéon y veremos cémo las relaciones de los aso-
ciadores de Drinfel’d provienen, en el caso del asociador KZ, precisamente de esta monodromia. A continuacién
reproducimos la demostracion de Kohno del Teorema A. El elemento

l1—¢
t t
Dky(tio, tag) = ;11%5152373 exp (/ (;2 + . i31> dz> Bt
€

es la holonomia renormalizada entre 0 y 1 de la conexion KZ universal, vista en la linea proyectiva compleja menos
tres puntos. Vamos a demostrar es que el par (2im, Pxz) es un asociador de Drinfel’d.

El caso n = 2. En primer lugar, tenemos

Conf(C,n) = CxC-{0}
(z1,22) +— (t,w):= (22,21 — 22)

De esta manera, la conexién KZ se escribe

La ecuacion KZ asociada es el sistema

Por lo tanto, las soluciones estan dadas por



para una cierta constante C'. Sea

t —s eet™

el camino continuo que traza un semi-circulo cerrado de € a —¢ en C — {0}:

Immediatamente encontramos que la holonomfa renormalizada de la conexién VE? es ei™12 = e2'12 para \ = 2in.

El caso n = 3: Primeramente, tenemos un isomorfismo
Conf(C,3) = CxC*x (PYC)-{0,1,00})

Z1 — %2
(21,22,23) +— (t,w,z):= <23,Z1 — 23, )
Z1 — X3

En estas coordenadas, las ecuaciones (KZ)s se vuelven:

O p — tiattizttes p
Qw w

SF=0
0 _t t
gr=12p4 fsp

Observacion 3 FEl lector avisado se dard cuenta que estamos refraseando los resultados de la leccion anterior.
En efecto, la solucion en este caso es

21 — &
Fla1,2,2) = (21— z) 215705 (w) |

donde G(z) resuelve la ecuacion
0 ., tio l23
&G B 7G + z—1

Estamos listos para empezar la demostracion:

G.

— Pgy(t12,t23) € exp(f(ti2,tes)): Por ahora solo sabemos que Py (t12,t23) € C((t12,tes)). Para demostrar que
Dy (ti2,ta3) € exp(f(ti2, teg)) tenemos que demostrar que Pxz(t12, tog) es group-like, es decir que APy (t12,tog) =
(I)Kz(tlg, tgg)@@Kz(tlg, tgg). Por un lado,

AdDky(t12,ta3) = Prz(Ati2, Ataz) = Prz(ti2 ® 1 + 1@ t12,t23 ® 1 + 1@ tag).

Por otro lado ®kyz(t12 @ 1 + 1 ® t12,t23 ® 1 + 1 ® ta3) es la holonomia de la conexién

dz

t 1+1®¢ t 1+1®¢ t 1+1®¢ t 1+1®¢
V:d—(12® + ®12+23® +1® 23>dz:d— 1201+ ®12dz— 23 ® +1® 23
z z— z z—

que puede ser también vista como suma de dos conexiones en dos fibrados diferentes. De esta manera, su holonomia
puede ser calculada separadamente. Finalmente obtenemos

Adgy(tiz, to3) = Pxz(tie ® 1+ 1 @ t1a,t23 @ 1 + 1 ® ta3) = Prz(t12, ta3) OPrz(t12, t23).
— Antisimetria: Tomando el cambio de variables z = 1 — y, la conexién se escribe
t t
d—< 2 +Zjdy
y—1 'y

cuya holonomia entre € y 1 — & es ®.(tos,t12). Por simetria, esta también es la holonomia de 1 — ¢ a ¢ de la
conexion original es decir el inverso de la holonomia entre € y 1 — ¢ de la misma conexién. De esta manera




. (to3,t12) = P-(t12,t23) " . Automdticamente verificamos que la misma ecuacién se mantiene para la expansién
asintotica y la regularizacion.

— Dos hexagonos: Usando el cédlculo de la monodromia en el caso n = 2, vemos facilmente que la holonomia
regularizada de V?Z al rededor de la singularidad z = 0 (en sentido contrario a las agujas del reloj) en P(C) —
{0,1,00} es e'™12,

Ejercicio 1

1. Demostrar que si tomamos el camino v en el sentido de las agujas del reloj obtenemos una holonomia igual
a etz

2. Demostrar que la holonomia reqularizada de ng al rededor (en sentido contrario a las agujas del reloj) de
la singularidad z =1 en ]Pl((D) —{0,1,00} es e2imtas

3. Realizando un cambio de variables a determinar, demostrar que la holonomia reqularizada de Vg{z al rededor
(en sentido contrario a las agujas del reloj) de la singularidad z = oo en PY(C) — {0,1,00} es e?™3,

De esta manera, podemos considerar los caminos

Y= e Yy = s e

formados por la yuxtaposicion de los 6 caminos siguientes:

Figura 1: Caminos en M4 = P! —{0,1, ¢}

Hemos calculado la holonomia de cada uno de estos caminos. Notemos que el camino 7 es contractible y
la, conexién es plana por lo que el transporte paralelo a lo largo de v* es T,+ = 1. Por otro lado, como vt
estd compuesto de 6 términos obtenemos una ecuacién

R12®.(t13,t12) R13Pc(t23, t13) Ro3Pc(t12, ta3) = 1.

Usando al expansién asintética de ®., podemos ver que Rio®.(t13,t12)R13P:(t23,t13)Ra3 P (t12, t23) tiene una
expansion asintotica que es un polinomio en € en cada grado. De esta manera, la ecuacién debe mantenerse para
la parte en término constante, es decir cuando establecemos formalmente log(e) = 0.

Por otro lado, gracias al Ejercicio 2 de la primera leccién, sabemos que t3(C) ~ Ccs @ f(t12,t23)(C). De esta
manera, obtenemos la ecuacién

677)\“2(1)(7513,tlg)e%tlg@(tgg,tlg)e%t%@(tlg,tgg) =1len eXp(%g((D))

para el valor A = 2im.



Observacion 4 Hay que leer la yuztaposicion de caminos de la izquierda a la derecha (ej. el camino ’yf'V;

TecoTTe Primero vf y luego 'y;') La composicion de holonomias se lee de la derecha hacia la izquierda como para
la composicion de funciones.

Ejercicio 2

1. Calcular la holonomia del camino v~ y encontrar la relacion del hexdgono restante.

2. Sea h € C*. S1 consideramos la conexion

h

i

Z tijdlog(zi - Zj)

1<i<j<n
Yy notamos (I)}I%Z la holonomia renormalizada entre 0 y 1 de V?’%, encontrar A de tal manera que (X, @fb{z)
sea un C-asociador.

(Respuesta : X =h)

El caso n = 4: Presentaremos los grandes pasos de la demostracion del pentdgono, dejando al cuidado del lector
el detalle de la demostracién.

—El pentdagono: Luego de identificar a Conf(C,4) con un producto de espacios donde figura el espacio (P! —
{0,1,00})%2 — {(2,2)}, uno puede interpretar al asociador KZ como la holonomia renormalizada entre 0 y 1 de la
conexion KZ sobre el espacio (P — {0,1,00})% — {(z, 2)}. El camino correspondiente al pentdgono visto en

Re((]Pl - {07 L, OO})2 - {(Z, Z)})7

realizado en la segunda leccién y correspondiente a las regiones 71, ..., Z5 de Re(Conf(C,4)), es precisamente el
camino siguiente

Re(w)

{z=0}

Re(z)

fe=w} fw=0}  |[{w=1}

Figura 2: Caminos en Re((P' —{0,1,00})? — {(2,2)})

De la misma manera que para los dos hexagonos, este camino es contractible por lo que su holonomia es igual
a 1. Observando que podemos en efecto pasar a la holonomia renormalizada, obtenemos la relaciéon del pentagono
requerida.



2. Geometria de los Valores Multi-Zeta

2.1. Férmula integral de los valores multi-zeta
Recordemos que los valores multi-zeta son los reales
1
C(k1yeon k) = Z ﬁ
ni>ng>..>n>0 1T

donde (K1, ..., k,) € (NZ?)". Estos nimeros han sido estudiados desde Euler (1775). La trascendencia/irracionalidad
de estos ntimeros es un campo de mucho misterio y del cual no sabemos mucho.

Proposicién 3 (Kontsevich) Los valores multi-zeta pueden ser escritos bajo forma integral:
f -1 dt,, dtn—1 dty
kit ) = // / _dtwer
€n tp—1—€p1 t1 — €1

(€1,...,6n) = (0 ,0,1,0,. 0,1,...,0,...,0,1).

ki1— 1 veces ko— 1'veces k,—1veces

donde

Ejemplo 2 Tenemos

Vot dty dty b dty 1 th dty
thldty = tlaty =
[ L= 2t 2/Znt1 Z/ -

de manera que encontramos la definicion cldsica de ((2).

n>1

Proposicion 4 FEl asociador de Knizhnik-Zamolodchikov es una serie generadora de todos los valores mul-
tizeta (regularizados) i.e. tenemos:

Py (X,Y) = > Co - w.

w palabra en XY

donde (y, es el valor multi-zeta (regularizado) asociado a la palabra w.

Ejemplo 3 En particular, tenemos una descripcion explicita en bajo grado de esta serie:

Pxz(4,B) = 1C(2)[4, BICB)[A, [A, B]] + (1, 2)[[4, B, B]
+CAIA [A, [A, B +¢(1,3)[A, [[A, B, BJIC(1, 1, 2)[[[A, B, B], B]
+1¢(2)%(A, B)* +

2.2. Valores multi-zeta y palabras admisibles

Cémo estan repartidos los valores multizetas en la serie de la Proposiciéon 47 Para responder a esta pregunta
necesitamos introducir la nocién de palabra admisible. Empecemos calculando las integrales interadas del asociador
para dos diferentes tipos de palabras.

Observacién 5 Para calcular las integrales (1), podemos usar las relaciones
1 Ny
= t]

Ji
/10g t(t)dt _ 1 log”“(t)

n+1

n

log ( )tm—H

/ log"(t)t"dt =

J)



Ejemplo 4 Supongamos que w = X9 XoX1. Vamos a simplificar los cdlculos omitiendo los términos que tienden
hacia 0 cuando € tiende hacia 0. En ese caso, la triple integral integrales en ¢, es

(o) = /V(l dty /tl dty / dt3
? +(0) 2(0) t
B /1 Edtl/ldtg B
N j+1

tj'H

1—e
N /6 t Z(j +1)2

1 _ E j+1 0
= - Z T —((3).
j=0 '7

Observamos que, en este caso, ¢, converge cuando ¢, es igual a 0.

Ejemplo 5 Supongamos esta vez que w = X¢X1Xg. Calculamos en este caso:
~v(1) t1 to dtg
“© = / / t
(0 ~(0) 43

1adt vt
- / / 21 log(t2) — log(e))

to —

i1

1—e Jj+1 j+1 i+1
dty ty <t1> 2] el
- t1 j>03+1 € j}o(]—i—l) j203+1 j>0(3+1)

Omitiendo los términos que tienden hacia 0 obtenemos un término en

(1—¢)itt

e e S T o)~ —20(3) - g

= S U+ G+

— Esta expresion diverge logaritmicamente con €. Esta es una de las razones por la que nos vemos forzados a
renormalizar la holonomia : para poder eliminar estos términos divergentes.

Cuales son las palabras w para las que ¢, (&) converge? Para responder a esta pregunta tenemos que hablar de
palabras admisibles.

Definicién 3 Una palabra admisible (o convergente) en letras X, Y es una palabraw € Q(X,Y) que empieza
por X y termina por 'Y de la forma w = XvY donde v es una palabra cualquiera.

Estamos listos para caracterizar las palabras convergentes con respecto a los valores multi-zeta.

Proposicion 5 Tenemos una biyeccion

(NZ2)" <— {palabras admisibles en x,y}

(ki,... k) — afi-lyghe=ly. . phr—ly

y el valor ¢, () converge hacia
C(k;17 e 7k7") = kal_lygjk2_1y...1‘kr*1y‘

precisamente cuando la palabra w es admisible.

Observacién 6 = FEsto explica la Proposicion 1.

» FEziste una manera de asociar al resto de palabras (aquellas que no son admisibles) una nocion ligeramente
mas general de valor multizeta llamada multizeta reqularizado. No entraremos en el detalle de esta nociion
por falta de tiempo.
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2.3. (Calculo del asociador KZ en bajo grado

Pasemos a calcular los términos en grado inferior e igual a 2 del asociador ®kyz. De manera general, tenemos

1= 1t to3
D (t19,t23) = Pexp =4+ . dz
. 2 — 2z
1—e
12 tog
= 1 - dt
—i—/a <t1 + 1_ t1) 1

1= /2 t12t93 to3ti2 t2
+ 12 4 + + 23 ) dt ) dt
/a (/3 <t1t2 (L —t2)  t(l—t1)  (1—t)1—t)) )"

+...
1—¢ €
tiolog | —— | +toglog | —— | .
€ 1-¢
Los términos en grado 2 son:

1—¢ t1 t2 1—¢ 1 t) —1
o - [ (s
€ € tita € ty

2
= 2 (log(1 ~ ¢)? ~ log(¢)?) ~ 3, los(e)(og(1 — ¢) ~ log(c))

_ 2 <log(12— £)? N loggs)2 ~ Jog(e) log(1 — 5)> ‘

El término en grado 1 es

1= /M ot 1-e log(1 —t1) — log(1 —¢)
——— | dto | dt; = t12t dt
/a </a (tl(l - t2)> 2> ' /e < 1 t1 ) !

= tiotaz(Lia(e) — Lig(1 — €) log(1 — ¢)(log(1 — &) — log(e)))

Ejercicio 3 Demostrar que

1—e t1
/6 ( / <m> dt2> dty = tagtia(Lis(1 — ) — Lia(2) — log(e) (log(2) — log(1 — £)))

/51_6 (/:1 <(1 — t;)%é — t1)) dt2> dt; = t3, (logée)Q + log(lz_ i log(e) log(1 — 8))

Utilizando los desarrollos de Taylor

1 2
et = 1 tyylog(e) + 13, Ogég) T
y
1 2
thz2 — 14 ti12log(e) + t%Q ogés) + -

y observando que Liz(0) = 0 y Lis(1) = {(2), obtenemos las simplificaciones :

1—¢
t to:
3

m — 1 2 1 2
il;o 1 — tgzlog(e) — tizlog(e) + taz log(e) + tizlog(e) + t35 Og§€> -t Ogég)
i —Lis(1 —¢)) — log(e)? log(¢)?
+[t12, t23](Liz(e) iy(1 — €)) — tastialog(e)? + 35 gé ) + 22, gé )

—t23 10g(t)2(t23 — tlz) + log(t)z(tgg — t12)t12 — t23t12 log(5)2 + -
= lim (1 + [tm,tgg](LiQ(é‘) — LiQ(l — E)) + - )

=1— ((2)[t12,t23] + - -
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De esta manera, la conclusién es que Pxy(t12,t23) es una serie generadora de todos los valores multi-zeta. Como
corolario, obtenemos nuevas relaciones entre los diferentes valores multi-zeta provenientes de las relaciones del
pentagono y los hexdgonos de los asociadores:

Corolario 2 Los valores multizeta satisfacen las relaciones de los asociadores de Drinfel’d.

No solo eso, sino que gracias a la definicién geométrica del asociador KZ, podemos encontrar viejas relaciones
que remontan a los trabajos de Euler, como lo ilustra el siguiente teorema del matemético Pierre Deligne!:

Teorema 1 (Deligne, seccién 18 de [Del89]) La relacion

BQn

2 x (2n)! (2m)™

¢(2n) = (-

proviene de las relaciones de antisimetria y pentdgono via el camino contractible, visto en el espacio P (C)—

{0,1, 00}

o= 0——>
1

0 00

Nota. En este capitulo nos hemos basado de manera extensa en los calculos integrales de la holonomia del
asociador que se encuentran en [Safl4] y [Will4].

La demostracion de la planitud de la conexién KZ es por lo general larga. La demostracién alternativa, mas
corta, propuesta en esta leccién se encuentra en [Will4].

Se puede encontrar la combinatoria exacta de la serie de 4 y del cdlculo en bajo grado de la misma serie en el
Teorema 3,2,3 y parrafos subsiguientes del articulo [Fur03].
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