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Resumen: Presentamos en este articulo una versién logaritmica, no optimal, de las desigualdades de Gagliardo-
Nirenberg mejoradas. Este nuevo tipo de desigualdades puede deducirse directamente a partir de las desigualdades de
Jensen y de Holder a partir de calculos relativamente simples.

Abstract: We study in this article a non optimal logarithmic version of the improved Gagliardo-Nirenberg inequalities.

These new type of logarithmic inequalities can be easily deduced from Jensen and Hélder inequalities.
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1. Introduccidon

El objetivo de este pequeno articulo es obtener, por medio de cédlculos relativamente simples, una
version logaritmica euclidea no optimal de las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg mejoradas. Este
nuevo tipo de desigualdades es una generalizacion de las desigualdades de Sobolev logaritmicas que
tienen la siguiente formulacién:

[ r@pnf@lde < S0l v e G<p<n )

en donde f : R® — R es una funcién que verifica ||f|z» = 1 tal que f € WHP(R™) y .%,,, es una
constante universal que depende tnicamente del indice p y de la dimensiéon n. Esta desigualdad ha sido
ampliamente estudiada en [4], [5] y [3] y en muchos otros articulos por medio de técnicas muy distintas.
Los resultados mas importantes de estos trabajos tienen que ver con la optimalidad de este tipo de ma-
yoracion; es decir en la obtencién de las funciones que realizan la igualdad en la expresion anterior y en
el calculo explicito de las constantes optimales &), .

En el presente texto nos proponemos enunciar y demostrar unas desigualdades mas generales que las
desigualdades de Sobolev logaritmicas (I]) sin preocuparnos por el estudio de la optimalidad. Nuestro
teorema principal es el siguiente:

Teorema 1 Sea f: R™ — R una funcion tal que ||f||r = 1.
1) Sil<p<-+ooysifeWsP(R") yfe B»®R"). Entonces se tiene la siguiente desigualdad

r—pln CHfHWs,PHfHB;ﬁ’OO} 2
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en dénde s >0, 0 =p/r, B = 19;‘9 y c=c(n,p,r,8) es una constante universal.

2) Sip=s=1ysiVfeL(R") yfec B»®R") se tiene

r
r—1

[ 1@ (5@ < eV 151155 3)

en dénde 6 =1/r, f = 1%00 yc=c(n,p,r) es una constante universal.



Rogamos al lector ver las definiciones de los espacios de Sobolev W*P y de Besov Bo’oﬁ % en la seccién 2

Para comenzar el estudio de este tipo de desigualdades, es conveniente observar que este resultado se
construye en dos etapas distintas. En efecto, la primera etapa consiste en demostrar la desigualdad

r
r—p

| 1r@pm (if@)lds < =i, (@)

mientras que la segunda etapa estudia las llamadas desigualdades de Gagliardo-Nirenberg mejoradas
1Al < el flenll Fl5 ey Il < ellVAIZNAI e (5)
B B

y de esta manera, inyectando () en (), podemos ver que se obtiene inmediatamente las desigualdades
@) y @) y es por esta razén que denominamos estas estimaciones como las desigualdades logaritmicas de
Gagliardo-Nirenberg mejoradas.

Expliquemos ahora por qué el resultado del Teorema [Il es una generalizacién de las desigualdades de
Sobolev logaritmicas. Esto se deduce del hecho que las desigualdades (@) son una mejoracion sensible de
las desigualdades de Sobolev cldsicas -en las cuales no interviene el espacio de Besov B ?>-, en efecto

np

sis=1ysir= = se tiene la cadena de estimaciones

0 1-6
1 ller < elVAlZN g5 <INV ELe
pues la cantidad || f|| 5-s.c s muy pequena (en un cierto sentido que seré precisado posteriormente). En-
tonces, por el crecimiento de la funcién logaritmo, las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg proporcionan
un resultado més preciso que las desigualdades de Sobolev clasicas puesto que podemos escribir

[ r@pm @i < Sin [0S 1715 ] < 2l Vel

De esta manera vemos que, cuando no se estd preocupado por el estudio de las constantes optimales, es
posible deducir las desigualdades de Sobolev logaritmicas clésicas a partir del Teorema [Tl

Indiquemos para terminar esta introduccién cuales son los ingredientes que intervienen en la demos-
tracién de estas férmulas. La primera estimaciéon (@) que se necesita para la demostracién del Teorema
[0 se deduce combinando la desigualdad de Jensen con la desigualdad de Hélder y en este sentido esta
etapa es relativamente simple. Las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg mejoradas (&) son un poco més
delicadas de obtener y se lo logra por medio de una manipulaciéon directa de la caracterizacién de las
potencias fraccionarias del Laplaciano en el caso p > 1 (el caso p = 1 es un poco mds dificil).

Este articulo estd organizado como sigue. En la seccién [ fijamos las definiciones de los espacios
funcionales que seran utilizadas a lo largo de este texto, en la seccién [3] demostramos la primera etapa in-
termedia para la obtencion de las desigualdades logaritmicas de Gagliardo-Nirenberg mejoradas mientras
que en la seccién (] damos la segunda etapa necesaria para la demostracién del Teorema/[Il

2. Notaciones

Damos en esta seccidon algunas definiciones y fijamos algunas notaciones que seran utilizadas a lo
largo de este articulo. De forma general, dada una norma || - | g definiremos el espacio funcional asociado
E(R™) como el conjunto {f € S'(R") : || fllg < +oo} en donde S’'(R™) es el conjunto de distribuciones
temperadas. Asi tenemos los siguientes espacios funcionales:

= Espacios de Lebesgue LP(R™) con 1 < p < 400

1 = ([ 1spa)”

con las modificaciones usuales cuando p = 400, es decir || f||L~ = supess|f(z)|.
zER"

= Espacios de Sobolev Wep (R™): es importante recalcar que los espacios de Sobolev deben definirse
con cuidado cuando el indice p que caracteriza el espacio de Lebesgue de base es igual a 1, tenemos
asi:



e si0<s<+4ooysil<p<+oo escribimos

1F e = 1(=2)*" | o

en donde el operador de derivacién fraccionaria (—A)®/? estd definido por medio de la trans-
formada de Fourier: (—A)3 f (€) = [€]*f(£).

e sis=1ysil<p<+oo: tenemos
||f||W1uP = va”Lp

Notese que es ésta particularidad en la definicién de los espacios de Sobolev que hace que se tengan
las dos desigualdades (@) y (@).

= Espacios de Besov BZ/°°(R"): utilizamos aqui la definicién térmica de estos espacios

11l psoe = sup 77| Hy ()| o= (6)
t>0
en donde Hy(f) es el producto de convolucién de f con una funcién gaussiana, es decir H(f) = fxh;
con hy(x) = ﬁ

3. Una aplicacion de las desigualdades de Holder y de Jensen

Demostramos ahora la desigualdad (@) por medio de cdlculos totalmente elementales.

Teorema 2 Sean p y r dos indices reales tales que 1 < p <1 < 400. Si f: R® — R es una funcion tal
que || fllLr = 1 y tal que || f]| - < 400 entonces se tiene la estimacion

r

| r@p @i < w17,

Demostracion. Con las hipdtesis del teorema podemos empezar con una desigualdad de interpolacién
entre espacios de Lebesgue dada por la fsrmula || f|[z« < [|f[|%,If]|1-%, en donde p,q,7 y a €]0,1] estan

relacionados por la expresion
1 o 1-«a

=22 (7)

q p r

Ver el Teorema 4.2.7 en [2] para una demostracién de esta desigualdad de interpolacion.

Una vez que disponemos de esta estimacién, podemos aplicar la funcién logaritmo a ambos lados para
obtener

I || fllze] < ol [[[fllze] + (1 — ) In [[If]-].
Utilizando la hip6tesis || f||z» = 1, se tiene
(@ =D In{[[fllr] < = fllzd] - (8)

Notamos que la funcién — In es una funcién convexa y vamos a aplicar la desigualdad de Jensen a la parte
derecha de la formula anterior. Para ello escribimos

“nllfll = 2t | [ @Il

Observamos ahora que la medida p(dz) = |f(x)[Pdx es una medida de probabilidad puesto que se tiene

/ pu(dx) = / | f(z)|Pdx = 1. Reescribimos entonces la férmula anterior de la siguiente manera
RTL R’Vl

il =~ | [ 1@ ).

para aplicar directamente la desigualdad de Jensen (ver una demostracién de esta desigualdad en el
Teorema 4.3.4 de [2]):

il < =3 [ (@) ulde) = =1 [ (7@ P



Una vez que se tiene esta desigualdad, podemos volver a la férmula (8)) y escribir

1
@0l < =3 [ 1@ ] e

es decir
1 p =Pl dx —«a)ln -
E/Rn |f(2)[? In [|f(95)| }d <(1 )1 [||f||L }

Finalmente, utilizando las propiedades del logaritmo y la relacién () entre los indices p, ¢, 7 y a obtenemos
la desigualdad buscada:

[ r@p @i < w17,

4. Las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg mejoradas

Una vez que se tiene la desigualdad (@), para obtener el Teorema [I] es suficiente mayorar la cantidad
I f|lz- por las normas adecuadas. Pero antes de demostrar las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg me-
joradas conviene detallar muy brevemente en qué sentido estas desigualdades mejoran las desigualdades
de Sobolev clasicas.

Recordemos que estas desigualdades tienen la siguiente forma si 1 < p < 400 es un real tal que

1 < ps < ny en donde se tiene la relacién r = 22—
n—ps

[fllzr < Cllfllyires

En el caso utilizado en las desigualdades de Sobolev logaritmicas (), es decir 1 <p <nyr = %, se
tiene

[fllzr < CIVflize

Vamos a concentrarnos en esta ultima estimacion. En este caso particular, cuando el parametro r esté re-
lacionado con el indice p y con la dimensién n por medio de la ecuacién r = n"—_’;), se tiene L" C B/
de manera que, al nivel de las normas, se dispone de las desigualdades || f|[ 5-s. < C|[f||L- v esto nos
permite escribir

1-6
- 1£1l .= Clfll '’
IV A1 o = IV 2o (ﬁ <1Vl (TORE ) <19l

Esto muestra en qué sentido se mejoran las desigualdades de Sobolev clasicas. El lector que desea
profundizar estos temas estd invitado a leer [1].

Enunciemos ahora si el teorema més importante de esta seccion.
Teorema 3 Sean p,r dos reales tales que 1 < p <1 < 400 y sea s un indice real tal que s > 0.
1) Sea f una funcién tal que f € WP(R™) y f € BZ?(R"), entonces

1z < el %ol 1 (9)

con1<p<7"<+oo,9:p/r,ﬂ:10_59.

2) Si f es una funcion tal que Vf € LY(R™) y f € Bo’oﬁ’o"(R"), entonces
1l < el VAN IF I e (10)
conl<r<+oo,0=1/rypB=20/(1-0).

Las demostraciones originales de estos resultados pueden encontrarse en [6] y [§]. Presentamos aqui al-
gunas variantes que pueden encontrarse en [IJ.



Demostracion.

1) Empezamos la demostracién observando que el operador (—A)*/? realiza un isomorphismo entre los
espacios B> (R™) y BZ/~*>(R"). Esto se deduce directamente de la definicién de los espacios
de Besov dada en (@). Demostramos este hecho muy esqueméticamente en la proposicién 1] y
recomendamos ver [9] para una demostracién mds general y detallada. Podemos entonces reescribir
la desigualdad (@) de la siguiente manera:

I(=2)7 fllzr < UGN e (11)

endondel<p<r<+oo,9:p/r,ﬂ:170_

Vamos ahora a usar la siguiente definicién de las potencias fraccionarias de un operador:

—+o00
(—2)7 f(x) = F(lﬁ) / L H, f(2) .

Podemos entonces introducir un pardametro 7' > 0 que serd fijado posteriormente y escribir:

F(%) 0 T

T +oo
(=A)= f(z) = ! </ t%’lHtf(x)dtnL/ télﬂtf(x)dt) (12)

Para el estudio de estas integrales necesitaremos las siguientes estimaciones

o [Hif(x)] < Mpf(z)

en donde M p f es la funcién maximal de f definida por la expresién M p f () sup DTE] / |f(y)|dy

y verifica |[Mpf|lLr < C| f|lz» para todo 1 < p < +oo. Para la verificacién de éstas y otras
propiedades sobre las funciones maximales ver [7].

o |Hif(x)

(por definicién de los espacios de Besov)

Utilizando estas estimaciones en ([I2]) se obtiene la siguiente desigualdad puntual:

C =B
[(—A)= 2T || f]| e

F@I S 15T

Ifll y—p—s,00 \ B2
Fijamos ahora el pardmetro T = (%) y se obtiene la expresién

(=8)= My f(z)* ﬂ*ﬂllfllﬂ“1 oot gy M (@)

_s
f| gl;:ﬂfs,oc‘

@) < 15 e

Dado que 3% =1—6 y que 6 = p/r escribimos I(=A)= f(z)| < ¢ oy Ms/f () ||f||B 5_a00- Para

terminar solo hay que elevar a la potencia r esta cantidad e mtegrar con respecto a {a variable x
para obtener

I=2)7 Fllzr < ellF 1Ll Al -

De esta forma se deduce la desigualdad (IIJ), lo que termina la demostracién del primer punto.

2) Para el caso cuando Vf € L'(R") y f € B2 (R") necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1 Para toda funcién f € LP(R™) (1 < p < +00) tal que Vf € LP(R™) y para t > 0 se
tiene

If = Hi(f)lle < CVE|V S Lo (13)

en donde C es una constante que depende solamente de la dimension n.



Prueba. Como H(f) = f * hy y como h; es una gaussiana podemos escribir

@)~ 8N = 10 - [ 1=ty = [ (560~ 10— 1y

R

Pero como ||f(:) — f(- = )llze < |y| [[Vf]lLe se obtiene

o—lyl2/2t
1f = Ho() o < [V Fo / ylhe(y)dy = 1V ]| o / | e dy
R” Rn (27Tt)n/

<[Vl t'/? / lyle 1" 27" 2dy < C,, £1/2(|V f || 1o
]Rn

y el lema estd demostrado. |

Pasemos ahora a la demostracion de la desigualdad (I0). Por homogeneidad de estas estimaciones,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que || f[| 3-5.. < 1. Podemos también suponer que se
tiene || f]|zr < +00. Se trata entonces de demostrar

/ |f]"dz < C |V f|Pdz. (14)
Rn Rn

con la informacién || f|| z—s.. < 1. Para ello, utilizamos la siguiente caracterizaciorl] de los espacios
oo
de Lebesgue

+oo
S Ufl5e = [ 111> 5o e (15)

en donde hemos notado |A| la medida del conjunto A.
En lo que queda de la demostracién vamos a estimar el conjunto {|f| > 5a}.

Si fijamos to, = a?(®=1/? con la definicién que hemos dado de los espacios de Besov tenemos que
[He, ()l < .

Para el resto de célculos introducimos la siguiente funcién ©4(t):
0 si0<t<a«
Ou(—1t) = —04(?) y O,t)=¢ t—a sia<t<Ma (16)
(M —-1Da sit>Ma

Aqui M es un parmametro que por el momento fijamos tal que M > 10. Con esta funcién, podemos
construir f, = 0,(f) tal que

Lema 4.2 FEIl conjunto {|f| > ba} estd contenido en el conjunto {|fa| > 4a} y se tiene la estima-
cion
KIf1 > ba}] < {[fal > 4a}].
En particular sobre el conjunto {|f| < Ma} se dispone de la desigualdad |f — fo| < .
Lema 4.3 Para f € C1(R") se tiene la identidad
Ve = (V) ia<fi<ma} casi en todas partes.

La demostraciéon de estos dos lemas puede encontrarse en [I].

Regresemos ahora a la férmula (IH), con el lema [4.2] obtenemos la mayoracién

+o0 +oo
/ {If] > ba}|d(a") < / {Ifal > 4a}|d(a”) = I. (17)
0 0

Definimos ahora E(a) = {|fa| > 4a}, F(a) = {|fa—Hi, (fo)| > a} y G(a) = {|H:, (fa—f)| > 2a}.
Por la propiedad de linealidad del semi-grupo H; escribimos

fa = fa _Hta(fa)+Hta(fa _f) +Hta(f)-

Lutilizar el teorema de Fubini.



Dado que ||H;, (f)|lz= < o, se tiene E(a) C F(a) UG(«) y podemos dar la siguiente estimacién de
la parte derecha de (IT)) por medio de las dos integrales:

+oo +oo
I< / |F(a)ld(a”) + / Gla)ld(a). (18)

I Iy

e Para la primera integral 7, la desigualdad de Tchebychevﬁ nos proporciona
F@l <a [ 1fu - Hi (e

Es en éste punto que usamos la desigualdad (I3) para obtener |F(a)| < Ca P t?/? [ |V, [Pdz.
R’Vl

Recordemos que por la definicién de t, dada anteriormente se tiene tg/ 2= apr Ademas, por el

lema [£3] se dispone de la identidad V f, = (Vf)11a<|f|<rma} de manera que podemos escribir

|F()] SC’OFT/ |V fPdx.
{a<|fI<Ma}

Integrando ahora con respecto a d(a”) obtenemos

/c)+c>o [F(a)ld(a”) < C/;OO o </{0¢<|f<Ma} |Vf|pd$> e = / v </|f dj) dm

Asi tenemos el siguiente resultado para esta primera integral

I < Crlog(M)[IV £ (19)

e Para la segunda integral I dado en (I8) escribimos

If = fal = |f = fallqpi<may + 1f = fallyfi>may

Por la definicién de f, (cf. Lema[d2]), se tiene |f — fo| < a+[f|1{¢j>na} ¥ aplicando H; a ambos
lados de la desigualdad anterior obtenemos

Hy, (If = fal) < a+ He, (If11qf15>Ma})-

Lo que implica la inclusién de conjuntos G(«) C {Hta(|f|]l{|f‘>Ma}) > a}. Finalemente, si se
considera la medida de estos conjuntos se tiene

IG()] < [{He, (| f1L{ 515 0ma}) > a}].

Integrando esta expresién con respecto a d(a”), tenemos

+00 +oo
I :/0 |G(a)ld(a”) S/O [{He (1F 1515 010)) > @} | d(a”)

Aplicando una vez més la desigualdad de Tchebychev y el teorema de Fubini escribimos

/OJFOO o (/Rn Hi (IF104) 51> Ma)) dx) d(a”)

: . P N
P ([ i maer e )ar = = [ 1A e = 5 Sl (20)

Juntando las estimaciones (I9)) et (20) se obtiene

I

IN

IN

1
sz < Cr log(M)|IV £IIZ 1112

1Mr Afr—1

Si la constante M es suficientemente grande, se obtiene

1 T 1 .
(5 - 730 ) W15 < Ca oDV,

y de esta manera se obtiene la desigualdad (4] y consecuentemente el punto 2).

2ver proposicién 4.3.1 de [2] para una demostracién de esta desigualdad.



Con esto terminamos la demostracion del Teorema

Proposicién 4.1 Sea s > 0 un real. El operador (—A)S/2 realiza un isomorfismo entre los espacios de
Besov B75(R™) y BA~5°°(R").

Prueba. Damos aqui una verificacion muy rapida y esquematica de este hecho. Es suficiente demostrar
que la aplicacion

(—A)2 B P=R") — BT ORY)
fo— (=A%

verifica |[(—A)*/2f|| s—p-s.00 < C||f]| g=5. Puesto que el caso (—A)~*/2 es totalmente similar.
Tenemos, por la definicién (6]), que

H(=A)2f ) s = sup tPEI2N H (—A)*2 )| oo

pero vemos que

1H ()2 f)lpe = |Lf % hejo s (=8)Phypollee < [ Hepo(f)llzoel|(=A)* 2Ry o] s
< Hipo (Dl A2 1
< Ot Hya(f)l|

después un cambio de variable conveniente en t se obtiene,

sup T2 H ((—2)2 )|z < Csup 22 Hy(f) | = ClIf | popoe,

Es decir que [[(=A)*/2f|| 5—p-s.00 < C||f]| 55, lo que termina la demostracién.

Conclusiones

Como hemos visto, la demostracién del Teorema [ se descompone en dos etapas: una desigualdad
logaritmica y una estimacién sobre las normas de los espacios de Lebesgue L.

La primera etapa es bastante simple pues usa herramientas totalmente clasicas como las desigualdades
de Holder y de Jensen. La segunda etapa utiliza en cambio nociones un poco mas sofisticadas, pero si se
admiten un par de puntos (como por ejemplo la definicién de las potencias fraccionarias de un operador,
las propiedades de las funciones maximales y los lemas y E3), se puede observar que las manipula-
ciones realizadas no son necesariamente muy complicadas.

Este articulo espera mostrar cémo, a partir de herramientas relativamente basicas del anélisis ma-
tematico, se puede llegar facilmente a problemas abiertos de actualidad. En efecto, la obtencion de las
funciones que realizan la igualdad -y por consecuente de las constantes optimales- en las desigualdades
@) v @) es un trabajo de investigacién que atin no ha sido resuelto.
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